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Поразительно, как иного дает теория алгоритмов. С ее по¬ 
мощью проясняются такие фундаментальные понятия, как доказуе¬ 
мость, сложность, случайность. Вообще в теории алгоритмов 
(как, возможно, и во многих других случаях) открытия состоят 
не столько в получении новых результатов, сколько в обнаруже¬ 
нии новых понятий и уточнении старых. Мальцев пишет в этой 
связи: "Система понятий и язык не являются чем-то внешним для 
математических теорий, а составляют одну из определяющих час¬ 
тей их" ([Маль 66, с.72]). 

Развитие теории алгоритмов сталкивается с трудностью, 
вызванной тем, что алгоритмы сами по себе суть объекты весьма 
специального типа и обладают свойством, нетипичным для матема¬ 
тических объектов, а именно, семантическим свойством "иметь 
смысл”. В этом отношении теория алгоритмов подобна математи¬ 
ческой логике, чьи термы и формулы также имеют смысл. Смысл 
терма или формулы указателен: терм указывает на, т.е. обозна¬ 
чает, вещь, а формула - факт. Сию л алгоритма повелителен: 
алгоритм должен быть исполнен. Таким образом, теория, изучаю¬ 
щая алгоритмы, может трактоваться как своего рода лингвисти¬ 
ка повелительных предложений. Математики еще не привыкли опе¬ 
рировать надлежащим образом с лингвистическими объектами, не¬ 
сущими на себе смысл. Поэтому при создании адекватной теории 
алгоритмов направляющую роль должна играть семантика, чисто 
математический подход для этой цели недостаточен (если счи¬ 
тать, что чисто математический подход не должен использовать - 
в качестве технического понятия - понятие смысла). В теорию 

_Эта статья представляет собой расширенный текст доклада 

что дает теория алгоритмов?", сделанного на симпозиуме. 

Идея подобной вводной лекции, содержащей обзор основных кон¬ 
цепций, связанных с общим понятием алгоритма, принадлежит 
организатору симпозиума А.П.Ероову. 


99 



алгоритмов входит, на равных правах с понятием алгоритма, 
еще и понятие исчисления. Подобно термам, формулах и алго¬ 
ритмам, исчисления такие является носителями смысла; однако 
смысл их не указателен и не повелителен, а разрешителен. 

Поэтому самое теорию алгоритмов - в том веде, как дисцип¬ 
лина с таким названием сложилась к настоящему времени - было 
бы правильнее именовать теорией алгоритмов и исчислений (со¬ 
четание терминов "алгоритмы и исчисления”, хотя и понимаемых 
в ином сшсле, впервые появилось в сочинении Шрёдера ”06 ал¬ 
горитмах и исчислениях”, сн. [ Шрё 1880]). 

Теория алгоритмов (в широком понимании, включающем и тео¬ 
рию исчислений) может быть разделена на две части. Первая 
часть есть общая теория, имеющая дело со строением алгоритмов 
и исчислений самих по себе. Вторая часть представляет собой 
прикладную теорию, которая имеет дело с проблемами, связанны¬ 
ми с понятиями алгоритма и исчисления и возникающими в раз¬ 
личных областях математик». В соответствии с этим статья 
состоит из двух частей: "Основные открытия общей теории алго¬ 
ритмов" и "Основные математические приложения теории алгорит¬ 
мов". 

Хотя авторы и старались проследить историю возникновения 
того или иного понятия, термина или результата, им это не 
всегда удавалось. Поэтому библиографические ссылки могут и 
не ишт ‘ приоритетного характера, а указывать лишь на исполь¬ 
зованные источники информации. 

При ссылках на различные книги и статьи в квадратные 
скобки заключаются три-четыре начальные буквы фамилии автора 
(в необходимое случаях также и инициал) и год публикации 
(для XX века приводятся лишь два последние цифры года); при 
ссылке с более точкш адресом - на определенную страницу или 
тѳорому - соответствующая страница или теорема указывается 
внутри тех же квадратных скобок. 

Определяемые термины (а также термины, обозначающие пер¬ 
вичные, неопределяемые понятия) подчеркнуты (окружающий текст, 
следовательно, можно воспринимать как определение); подчерк¬ 
ну» такжэ иаоюцие терминологический характер "собственные 
имена" теорем. 
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Часть первая 

ОСНОВНЫЕ ОТКРЫШ ОБЩЕЙ теории алгоритмов 

В общей теории алгоритмов мы ввдѳляеы дескриптивную сто¬ 
рону, занимающуюся лишь вопросами о наличии или отсутствии 
алгоритмов и исчислений, приводящих к заданной цели (но без 
оценки затрат на достижение этой цели), и о способах задания 
этих алгоритмов и исчислений» и метрическую сторону» занимаю¬ 
щуюся оцениванием сложности процессов вычисления и порождения. 
Понятия метрической теории алгоритмов еще но сложились в еди¬ 
ную и стройную систему. 

Основные открытия» связанные с общими понятиями 
алгоритма и исчисления, такою: 

1. Общее понятие алгоритма как самостоятельное (отдельное) 
понятие. 

2. Представительные вычислительные модели. 

3. Общее понятие исчисления как самостоятельное (отдельное) 
понятие. 

4. Представительные порождающие модели. 

5. Выяснение связей между алгоритмами и исчислениями. 

6. Время и емкость как сложности вычисления и порождения. 

7. Вычислимые функции и породимъ» множества; разрешимые мно¬ 
жества; перечислимые множества. 

8. Понятие ц-рекурсивной функции. 

9. Возможность арифметического и даже диофентѳва представле¬ 
ния любого перечислимого числового множества. 

10. Построение неразрешимого породимого множества. 

И.Проблема сводимости Поста. 

12. Понятие относительного алгоритма, или алгоритма с оракулом. 

13. Понятие вычислимой операции. 

14. Понятие програмш; программы как объекты вычисления и по¬ 
рождения. 

15. Понятие нумерации к теория нумераций. 

16. Начало создания инвариантной, или машинно-независимой, 
теории сложности вычислений. 

!7.Теория сложности и энтропии конечных объектов. 

18.Удобные, или экономные, вычислительные модели. 

Часть I содержит параграфы с 1-го по 1Ѳ-Й, каждый из ко- 
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торсе посвящен соответствущецу открытию я связанным с ним 
вопросам, а также $ 0, посвященный изложению некоторых пред¬ 
варительных понятий. Для большинства терминов место, где они 
вводятся, легко усмотреть из названий параграфов; вот наибо¬ 
лее существенные исключения; понятия норны, нормированного ан¬ 
самбля и ограниченно-искажащего отображения вводятся в $ б, 
понятия вычислительной, результатной, универсальной, главной 
(«гёделевой) и оптимальной функций - в § 14. 

Многие достижения теории алгоритмов имеют общѳматемати- 
ческий и, возможно, общечеловеческий интерес. Авторы стреми¬ 
лись позтощу к тому, чтобы данный текст был понятен любому 
математику, а не только специалисту в области теории алгорит¬ 
мов. 

Ради экономии места, однако, в статье не приводятся (за 
двумя исключениями, о которых ниже} определения конкретных 
вычислительных и порождающих моделей - машин Тьюринга, нор¬ 
мальных алгорифмов Маркова, канонических и нормальных систем 
Поста и т.п.; эти определения, так же как и определение р- 
рѳ курсивных (иначе - частичнорекурсивных) функций, могут 
быть найдены в учебной литературе или в тех оригинальных ра¬ 
ботах, на которые мы ссылаемся; специальные кошентарии по 
поводу термина "мамина Тьюринга" см. шоке в ч.І, § б. Упомя¬ 
нутые исключения - машины Колмогорова и мамины іёкхагѳ, оп¬ 
ределения которых приводятся в § 2. Используемый нами термин 
"вычислительная модель” можно понимать интуитивно, однако он 
может рассматриваться и в несколько более точном значении - 
как собирателы ое существительное для обозначения любого из¬ 
вестного семейства однотипных вычислительных устройств. На¬ 
пример, все машины Колмогорова составляют одно такое семейст¬ 
во, другое семейство составляют все многоленточные машины 
Тьюринга, треть* - все одноленточные машины Тьюринга; мы име¬ 
ем здесь, следовательно, три вычислительные модели. Все одно¬ 
ленточные машины Тьюринга с фиксированный ленточным алфавитом 
также образуют вычислительную модель. Совокупность всех машин 
Колмогорова нгд колмогоровскими комплексами, размеченными бук¬ 
вами из фиксированного алфавита, также может рассматриваться 
как вычислительная модель. Аналогично обстоит дело и с терми¬ 
ном "порождающая модель". В $ 18 термином "вычислительная мо- 
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дель" обозначается не любая модель, а линь набранная из неко¬ 
торого ограниченного (впрочем, достаточно широкого), но зато 
более формально описанного класса. Здесь же оговоримся, что 
понятие "вычислительная модель", употребляемое нами в том же 
смысле, что и, например, в [Сди 81], не имеет ничего общего 
с понятием вычислительной модели в смысле [Бах 82 ]. 

$ 0. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ АЛГОРИТМОВ: 
КОНСТРУКТИВНЫЕ ОБЪЕКТЫ И АНСАМБЛИ, 

ЛОКАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА И ЛОКАЛЬНЫЕ ДЕЙСТВИЯ 

Предметом для введения г науку обыкно¬ 
венно назначают щ$Ш{>!ішьэде о ней 
понятия, т.е. такие понятия, которые 
т могут войти в состав самой науки, 
однакозк существенно к ней относятся 
и необходимо ею предполагаются. 

Макарий. 

"Во всем современном математическом мышлении большое мес¬ 
то занимает различие между «конструктивным » и «неконструк¬ 
тивным»" - пишет Колмогоров в [Коям 54]. Далее он отмечает: 
"Любое натуральное число может быть в принципе задано конст¬ 
руктивно в виде 

1 + 1 + 1 + ... + 1 ". 

Здесь наглядно проявляется различие между натуральным 
числом как количественной сущностью (неконструктивным ооъектсм) 
и его заданием в виде цепочки единиц и плюсов (конструктивным 
объектом). Для теории алгоритмов это различие имеет не столь¬ 
ко философский, сколько совершенно практический характер: ал¬ 
горитмы ыогут иметь дело только с комбинациями знаков, т.е. 
только с конструктивными объектами. Можно усмотреть некую 
тонкую разницу между теорией алгоритмов и теорией вычислимых 
функций: последняя имеет дело не только с объектами, конст¬ 
руктивными в прямом смысле, но и с объектами, имеющими всего 
лишь конструктивные задания - например, с натуральными или 
рациональными числами (для рациональных чисел конструктивниш 
заданиями служат дроби, и вычислимость функции от рациональ¬ 
ного аргумента обеспечивается наличием алгоритма, дающего рав¬ 
ные результаты при обработке, скажем, дробей и || ). 



А.П.Ершов справедливо включает понятие конструктивного 
объекта в основы теоретического программирования - см. 

[ЕршА 77 ,5 2.1]. Это понятие следует признать не только ос¬ 
новным, но и первичным, неопределяемым* Все попытки его оп¬ 
ределить - и наше изложение не явится исключением - неизбежно 
уклоняются либо в сторону расплывчатого описания, либо в сто¬ 
рону определения частных видов конструктива®: объектов» Как 
все неопределяемые понятия, оно усваивается на примерах. К 
таким примерам мы сейчас и перейдем. 



Наиболее изученными конструктивными объектами является 
слова, составленные из букв какого-либо конечного алфавита Б, 
короче - слова в Б . еще короче - Б-слова . Слова часто служат 
основными объектами при построении теории алгоритмов; наибо¬ 
лее последовательный пример такого построения - теория нор¬ 
мальных алгорифмов Маркова (см. монографию [Марк 54], где 
словам посвящена глава I). Понятие слова встречается, и.при¬ 
том в алгоритмическом контексте, уже у Туэ в [Туэ 14] - см. 
ниже добавление к § 3. Однако уже Туэ осознавал существование 
конструктивных объектов более общего вида, чем слова, а имен¬ 
но - некоторых древовидных образований (см. [Туэ 10]). 

Другой традиционный пример - матрицы с целочисленными ко¬ 
эффициентами , записанными в какой-либо системе счисления. 

Наконец, третий важный пример образуют (Б,к)-деревья. 
Пусть Б - алфавит, к - натуральное число. Тогда (Е.к)-дерѳвом 
называется дерево со следующими дополнительными свойствами. 
Одна из вершин выделена и названа корнем (такое дерево назы¬ 
вается корневых); на всех ребрах задана ориентация, так что 
в каждую вершину из корня ведет ориентированный путь. Предпо¬ 
лагается, что каждая из вершин дерева помечена одной из букв 
алфавита Б и для каждой вершины все исходящие ребра этой вер¬ 
шины помечены р_а^ зіич н аки числами из шожѳетва 

к} (так что исходящих ребер при данной вершине не бо¬ 
лев к ). 

Очевидно, каждое Б-слово можно считать (БД)-деревом с 
корнем в первой буква слова. 
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А л г _в_б_р а^_ч в с «_и й _ пример . Пусть зада¬ 
но конішоё~шожество~Б~#нкщональншс и предметных жен 
(сигнатура), причем валентность (число аргументов) функцио¬ 
нальных имен не превосходит к . Тогда всякому замкнутому тер¬ 
му сигнатуры Б можно следующим образом поставить в соответст¬ 
вие (В,к)-дѳрево. Если а - предметное имя из Б, ецу ставится 
в соответствие дерево из одной вершины, помеченной а. Если 
± есть л -местное функциональное имя, суть тер¬ 
мы, то терцу ставим в соответствие дерево с 

корнем, помеченным і , из которого ведет п ребер в корни де¬ 
ревьев, поставленных в соответствие термам ѣ 1 ,...,ѣ п ; ребра 
эти занумерованы числами 1,..., а . На множестве замкнутых 
термов можно задать структуру алгебры (свободной алгебры, 
порожденной сигнатурой В, подробнее об этом будет говориться 
в добавлении к § 3). Например, свободный группоид с образую¬ 
щими а и ъ и операцией о вкладывается в множество 
({ а,ъ,о) , 3)-деревьев. Заметим здесь же, что алгебру, сво¬ 
бодную з многообразии всех ассоциативных группоидов с едини¬ 
цей - свободную полугруппу - также можно представлять состоя¬ 
щей из конструктивных объектов: ее можно рассматривать как 
множество слов в алфавите образующих. 




Ё попытках разъяснить наше понимание того, что такое кон¬ 
структивный объект, мы начнём с более широкого, и также неоп¬ 
ределяемого, понятия - понятия конечного объекта. Конечный 
объект - это объект, о котором можно мыслить, не привлекая 
абстракции актуальной бесконечности (см. [Наг 77г]), т.е. 
объект, который может быть как бы предъявлен целиком (раэу- 



нѳ претендует на 



Важно отметить, что конечное множество конечных объектов яв¬ 
ляется конечным объектом. Классический пример конечного объ¬ 


екта - конечный граф. 

Некоторые из конечных объектов является конструктивными 
объектами (к.о.). Мы считаем, что каждый к.о. состоит из ко¬ 
нечного множества элементов, принадлежащих каждый к одному из 
конечного числа типов (так, слово "слово" состоит из 5 букв. 
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относящихся к 4 типам) и связанных некоторыми отношениями так¬ 
же из конечного числа типов (так» буквы слова связаны отноше¬ 
нием упорядоченного соседства). Таким образом, к,о. имеет 
расчлененное (дискретное) строение и составлен из отдельных 
элементов, как молекула из атомов. Мы предполагаем, далее, 
что для к.о. задана (не может быть задана, а 
уже задана) некоторая "внутренняя система координат", 
позволяющая однозначно локализовать любой его элемент. Такой 
внутренней системой координат обладает слово (можно говорить 
о второй букве слева), матрица (можно говорить о пересечении 
восьмой строки и третьего столбца), (Б,к)-дерево (можно за¬ 
дать путь от корня к данной вершине). Тахой системой коорди¬ 
нат не обладает ни конечное множество, взятое само по себе 
(разумеется, на него можно наложить внутреннюю систему коор¬ 
динат, упорядочив его), ни конечный граф (и на него можно 
наложить некую систему, указав порядок обхода вершин). В обо¬ 
их последних примерах в рассматриваемый объект можно ввести 
внутреннюю систему координат, ко ввести неоднозначно» так что 
до введения такой системы мы не в состоянии указать "адрес" 
интересующего нас элемента. Говоря о системе координат, ес¬ 
тественно требовать наличия "начала координат"; таким образом, 
в каждом к.о. некоторый его элемент выделен как начальный - 
это тот элемент, с которого начинается "чтение" объекта (пер¬ 
вая буква слова, первый элемент первой строки матрицы, корень 
дерева и т.д.). Именно наличие у к.о. внутренней системы ко¬ 
ординат обеспечивает возможность его ввода в вычислительное 
устройство. 

За исключением [Кри 77а, 5 2 ], где предлагается опреде¬ 
ление так называемого "конструктивного элемента", в литера¬ 
туре встречаются лишь краткие пояснения к понятию конструктив¬ 
ного объекта - гаи. [Шанбі], [Нанин 80, гл.І, § б]; в послед¬ 
ней из перечисленных работ термином "конструктивный объект" 
обозначается то, что мы обозначали термином "конечный объект". 
Мыс убеждены, что алгоритмы требуют именно конструктивных объ¬ 
ектов и не могут оперировать непосредственно с конечными объ¬ 
ектами, не являющимися конструктивными. Тот факт, что конечные 
объекты догут быть зедаіш конструктивно, показывает лишь, что 
дм них существуют конструктивные задания (единообразные дм 

108 



каждого класса "однородных между собой” коночных объектов), 
и эти конструктивные задания является конструктивных» объек¬ 
тами. Каждый такой к.о. есть иоходный конечный объект, допол¬ 
ненный тем или иным способом внутренней системой координат; 
ввиду множественности этих способов, у одного и того же объ¬ 
екта может быть того различных заданий. Именно с такими за¬ 
даниями и работают алгоритмы. В случае, когда алгоритм рабо¬ 
тает согласованным образом (т.е. в применении к заданиям одно¬ 
го и того же выдает в качестве результата скова задания одно¬ 
го и того же), можно принять терминологическое соглашение и 
говорить о вычислимых функциях над объектами, имеющими зада¬ 
ния (см. начало настоящего параграфа). Говорить же - при от¬ 
сутствии такого соглашения - о вычислимых функциях, а тек 
паче об алгоритмах над конечными объектами как о чем-то само 
собой разумеющемся, как это сделано в [Шёнф ?і , $ 1], нам 
представляется неправомерным. 

Локальные свойства и локальные действия : 
неформал-ное изложение 

Предположим, что в каждом из рассматриваема к.о. выделен 
некоторый ограниченный участок ("активная часть" согласно 
[Коли 53]), состоящий из начального элемента и всех "доста¬ 
точно близких к нѳщу элементов”. Такое вьщалѳниѳ может быть 
осуществлено, например, если на объекте как-то задана метрика, 
так что можно говорить о расстоянии от одного элемента до 
другого; тогда активная часть состоит из всех элементов (и, 
разумеется, имеющихся связей между ними), которые удалены от 
начального не более чем на такое-то число, называемое показа¬ 
телем локальности, или радиусом активной части. Так, для оло¬ 
ва его активная часть - это начало слова; длина этого начала 
зависит от выбранного показателя локальности - радиуса актив¬ 
ной части. В общем случае активную часть можно интерпретиро¬ 
вать как ту область конструктивного объекта, которая доступна 
наблюдению наблюдателя или устройства, находящегося з началь¬ 
ном элементе. Очевидно, что представляют специальный интерес 
свойства к.о., зависящие только от активной части объекта. 
Поскольку - при данном радиусе - возможно лишь конечное числе 
активных частей (на интуитивном уровне это ясно, для конкрет- 
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ных видов к.о., рассматриваемых ниже, это легко проверяется), 
каждое локальное свойство можно задать конечным перечнем 
удовлетворяющих ему активных частей. 

Локальное действие состоит в замене 
активной части рассматриваемого объекта на некоторый другой 
"кусок". Как происходит эта замена и, в частности, как новый 
кусок подклеивается к остающейся неизменной "неактивной" час¬ 
ти обрабатываемого объекта - все это, разумеется, требует 
разъяснений. Для достаточно широких классов к.о. эти разъяс¬ 
нения будут сделаны ниже. 

Колмогоровские комплексы 

. .. .о 

Подход, согласно которому конструктивный объект представ¬ 
ляет собою конечное множество элементов, связанных какими-то 
отношениями, причем и элемента и отношения могут быть одного 
из заранее указанного конечного числа типов, принадлежит Кол¬ 
могорову (см. [Коли 53], [Колм Уся 58]); вместо термина "кон¬ 
структивный объект" Колмогоров употреблял термин "состояние" 
(алгоритмического процесса). 

Реализация этого подхода приводит к понятию колмогоров¬ 
ского В-комплекса. Точное определение этого понятия будет 
приведено ниже. Сейчас мы поясним, каким образом осуществля¬ 
ется переход от конструктивных объектов как "конечных множеств 
элементов, связанных какими-то отношениями”, к колмогоровским 
Б-комплѳксам. Бели и элемента, и отношения изображать в виде 
вершин некоторого графа, соединяя ребрами вершины-отношения 
с вершинами-элементами и помечая каждую вершину символом соот¬ 
ветствующего типа, подучится размеченный граф, т.ѳ. граф, 
вершины которого помечены буквами некоторого конечного алфа¬ 
вита. Мы сознательно упростили картину, на самом деле переход 
от объекта к изображающему его графу чуть сложнее: ребро не 
идет непосредственно от отношения к элементу. Между отноше¬ 
нием и элементом, участвующим в этом отношении, располагаются 
еще две промежуточные вершины, помеченные натуральными числа¬ 
ми; эти числа указывают, соответственно, порядковый номер 
элемента среди всех элементов, связанных данным отношением, 
и порядковый номер отношения среди всех отношений, в которых 
участвует данный элемент. Оба эти числа считаются ограничен¬ 
ію 



ними сверху некоторыми заранее выбранными числами, поэтому 
добавление соответствующих символов оставляет алфавит размет¬ 
ки конечным. При этом оказывается, что полученный размеченный 
граф обладает особый ''колмогоровским" свойством: для произволь¬ 
ной вершины все соседние с нео вершин несут различные помет¬ 
ки. Вершина, соответствующая начальному элементу, объявляется 
начальной вершиной и, таким образом, граф оказывается иници¬ 
альным. В случае связного графа (а только такие графы ш бу¬ 
дем рассматривать) шшциальность и свойство колмогоровости 
обеспечивает возможность введения внутренней системы коорди¬ 
нат: каждую вершину можно однозначно задать, указав цепочку 
пометок вершин, встречающихся на пути из начальной вершины в 
задаваемую. Так мы приходам к понятию колмогоровского комплек¬ 
са: 

колмогоровский комплекс над алфавитом Б . или колмогоров¬ 
ский В-коашлекс (короче просто Е-компіекс ) есть связный ини¬ 
циальный неориентированный греф, вершины которого помечены 
буквами конечного алфавита Б к который обладает колмогоров¬ 
ским свойством. 

Требование связности комплекса является основным отличием 
сформулированного тальки что определения от определения из 
работы [Колм.Усп. 58]. Отметим также, что в отличие от [Коли. 

Усп. 58] мы не требуем, чтобы пометка начальной вершины отли¬ 
чалась от пемзток других вершин комплекса, а считаем, что на¬ 
чальная вершина выделена каким-то другим способом. 

Как вытекает из самой конструкции Колмогорова, всякий 
конструктивный объект (если понимать его так, как понимает 
Колмогоров) естественно изображается в виде некоторого колмо¬ 
горовского комплекса. Например, вот как изображается в виде 
комплекса слово аЪа : 

©—<п>-(л>—(§>-(п)- ф — (а) 

начальная 

ввряин® 

Здесь буквы пил означают, соответственно, "вправо" и 
"влево". Таким образом, Б-слово изображается в виде колмого¬ 
ровского Б* -комплекса, где & * БіК л ,п } . 


III 



(Б .Тс) -комплексы 

Пусть заданы алфавит Б и натуральное число к . Следующий 
конструктивный объект называется (Б. к)-комплексом : 

инициальный (т.ѳ. с ввдѳленной начальной вершиной) конеч¬ 
ный ориентированный граф, являющийся связным (это значит, что 
всякая вершина достижима из начальной по некотороцу ориентиро¬ 
ванному пути) и несущий следующую разметку на своих вершинах 
и ребрах: все вершины помечены буквами из Б, и для всякой 
вершины все исходящие из нее ребра помечены различ¬ 
ными натуральными числами из множества {0,...,к-і} 
(отсюда вытекает, что исходящая степень любой вершины не пре¬ 
восходит к ). 

Множество вершин (Б, к)-комплекса ц будем обозначать че¬ 
рез ѵ(ІІ). 

Каждое слово в алфавите Б легко изображается в виде (Б,2)- 
комплѳкса, как показывает пример: 


начальная 

вершина 



Здесь изображено слово аЪа . 

Каждый колмогоровский Б-комплекс следующей процедурой 
превращается в (Б, к)-комплекс, где к - число букв алфавита Б. 
Буквы алфавита нумеруются числами от 0 до к - і, каждое (не¬ 
ориентированное) ребро Б-комплекса заменяется на два ориенти¬ 
рованных с противоположными ориентациями, каждому возникшему 
ориентированному ребру присваивается в качестве его числовой 
пометы номер буквы, стоящей при той вершине, в которую ведет 
рассматриваемое ребро. 

Частным случаем (Б, к)-комплексов являются структуры Шён- 
хаге не [ Шёнх 80 ] (см. ниже добавление к $ 2): структура 
Шёнхаге есть (Б,к)-коишіекс, в котором из кащдой вершины ис¬ 
ходит ровно к ребер, а алфавит 5 - о днобуквенный. 


Ансамбли 

Как можно было заметить из предыдущего изложения, конст¬ 
руктивные объекты ведут себя как стадные образования. Дейст¬ 
вительно, они естественным образом группируются в скопления, 
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состоящие иа всех "сходных (иля однородных) между собой" объ¬ 
ектов. Одно такое скопление образуют, при фиксированном Б, 
всевозможные Б-слова, другое, при фиксированных Б и к , все¬ 
возможные (Б,к)-комплексы. Эти скопления естественно было бы 
называть "стадами", "роями”, "косяками", "стаями” и даже "вы¬ 
водками". Мы, однако, предпочитаем называть их ансамблями 
(в [Усп Сем 81] - , ’ай8 гѳ ба.'Ьеа" ): этот термин более нейтра¬ 
лен и менее эоологичен. Мы не будем пользоваться термином 
"пространство конструктивных объектов”, так как его легко 
спутать с термином "пространство" из [Шёнф 71, § 1], обозна¬ 
чающим совокупность конечных (не обязательно конструктивных) 
объектов. Отметим, что далеко не всякое разрешимое (см, ниже, 

§ 7) подмножество ансамбля следует считать ансамблем, посколь¬ 
ку ансамбль должен включать в себя все объекты данного 
(достаточно просто определяемого)типа. Например, множество 
всех Б-слов, длина которых есть полный квадрат, не образует 
ансамбля. В этом - еще одно отличие излагаемого здесь подхода 
от изложенного в [Шёнф 71, § 1], где, по-видимому, всякое раз¬ 
решимое подмножество пространства само есть пространство. 

Похоже, что понятие ансамбля является более первичным, 
чем понятие конструктивного объекта - объект может восприни¬ 
маться как конструктивный только в рамках некоторого ансамбля. 

Для каждого конечного алфавита Б и каждого натурального 
числа к можно указать следующие основные ансамбли. 

1. Ансамбль Б-слов . Если Б содержит более одной буквы, 
ансамбль Б-слов называется словарным ансамблем (над Б); если 
алфавит Б является однобуквенным, мы не называем ансамбль 
Б-слов словарным - в этом случав ансамбль Б-слов естественно 
отождествляется с натуральным рядом РЗ . 


2. Для произвольных конечного Б и натурального к - 



ский Б-ансамбль . 

4. Ансамбль всех таких колмогоровских Б-кѳмплѳксов, у ко 


торых степень каждой вершины не превосходит к, 

5. Ансамбль (Б.к)-комзлексов . или, короче, (Б,к)-.ансамбль . 

6. Расширенный ансамбль Б-слов . Он состоит из всех изо¬ 
бражений Б-слов в виде (В,2)-комплексов (см. пример выше), но 
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с исключением требования, чтобы начальной вершиной станови¬ 
лась первая буква слова: разрешается, чтобы любая вершина бы¬ 
ла начальной. 

Для дальнейшего можно считать, что понятие ансамбля (а 
вместе с ним и понятие конструктивного объекта) полностью за¬ 
дается сделанным только что перечислением и, таким образом, 
является точно определенным. Мы бы не хотели, однако, полно¬ 
стью уничтожать хотя и расплывчатое, но интуитивно ясное и 
глубокое содержание этих понятий. 

Для любых двух ансамблей существует взаимно однозначное 
соответствие между ними, которое задается (в обоих направле¬ 
ниях) алгоритмами; такое соответствие называется изоморфизмом 
ансамблей. В этом смысле все ансамбли изоморфны. 

Мы уже видели, что между ансамблями имеются некоторые ес¬ 
тественные вложения, например, ансамбль Б-слов естественно 
вкладывается в ансамбль (В,1)-дерѳвьѳв. Легко видеть, что лю¬ 
бой из рассмотренных ансамблей вкладывается - при подходящих 
Б и к - в (Б, к) -ансамбль. Поэтому при построении теории ал¬ 
горитмов можно было бы ограничиться лишь (Б,к)-ансамблями. 

Так мы и поступим в следующей разделе при строгом определении 
понятия локального действия (неформально это понятие было уже 
разъяснено). 

Декартово произведение ансамблей легко вкладывается в не¬ 
который новый ансамбль. Множество кортежей (= конечных последо¬ 
вательностей) элементов данного ансамбля также легко вклады¬ 
вается в подходящий ансамбль. Как ш уже отмечали, конечное 
подмножество ансамбля не является конструктивным объектом. 

Чтобы алгоритмы могли работать с такими подмножествами, пос¬ 
ледние сперва надо как-то конструктивно задать - например, 
посредством кортежей; тогда надо ограничиться только такими 
алгоритмами над кортежами, результаты которых не зависят от 
порядка членов кортежей. В дальнейшем, говоря об алгоритмах 
и исчислениях, работающих с конечными подмножествами ансамб¬ 
лей, мы будем считать, что все соответствующие соглашения 

уже приняты. 

Локальные свойства и локальные действия : 

Формальное определение 

Пусть фиксированы алфавит Б и натуральное число к Мы 
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сейчас определим понятия локального свойства и локального 
действия в ансамбле (Б,к)-кошілексов, следуя д&нкьш вше не¬ 
формальным разъяснениям этих понятий. Более точно, мм опреде¬ 
лим понятия г-локального свойства и г-локального действия, 
где г есть некоторое натуральное число (показатель локаль¬ 
ности; чем он меньше, тем свойство или действие "локальнее”). 

Локальные свойства . Данное нами выв» неформальное разъяс¬ 
нение понятия локального свойства (как свойства, зависящего 
только от активной части комплекса) становится точным, если 
дать точное определение активной части. Именно, назовем г-ок¬ 
рестностью данного (Б)-комплекса (Б,к)-комплекс, состоящий 
из всех вершин исходного комплекса, достижимых из начальной 
по ориентированным путям длины не более г, и всех соединяю- 
щкх эти вершины ребер. Теперь г -локальным свойством (Б4с)- 
комплаксов назовем любое свойство (Б,к)-комплексов, завися¬ 
щее только от их г-окрестностей. В дальнейшем упоминания 
параметров Б^ и г будут опускаться, если значения этих 
параметров ясны из контекста (так что, например, мы будем 
говорить просто "локальные свойства", не указывая ни Б, ни 
к , ни г). 

Локальные действия в (Б 4с)-ансамбле будут преобразовывать 
некоторые (Б,к)-комплексы в (Б,к )-комплѳксы. Дадиы точное 
определение, уточняющее данное вше неформальное описание 
этого понятия. Любое г-локальное (Б4с)-действие задается 
указанием числа г и строчки 

я - <Н, у, б> 

где гида суть некоторые (Б,к)-комплексы, у есть отображе¬ 
ние из ѵ(Ч) в ѵ(ѵ) , & есть инъективное отображение ив ѵ(и) 
в ѵ(и) (напомним, что ѵ(с.) есть множество вершин комплекса а ) 

Применение г-локального (Б,к)-действия ж (Б,к)-коихлексу 
г состоит в следующем переходе от комплекса 8 к комплексу 
8* (при этом скачана формируется вспомогательный комплекс 8 1 ) 

1) г-окрестность комплекса Б отождествляется с 8 (если 
это возможно; если нет - действие неприменимо). Это отождест¬ 
вление происходит однозначно в силу определения комплекса; 

2) вершинами комплекса Б•объявляются все вершины кош- 
лексов 8 \8 и ѵ ; 

3) если ь € и, а €8\!Г, в В было ребро <а,ъ> и у(ъ) 
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определено, то <а, у(Ъ)> становится роброн в Б' с тем же но¬ 
мером, который имело в 8 ребре <а,ъ) (как ребро, выходящее 
из а); 

4) если аеп.ЪЕ 8\И , в 8 было ребро <&,Ъ> и б(а) 

определено, то <6(а), ъ> становится ребром с таким же номером, 
какой имело ребро <а,ъ> (инъективность & гарантирует разли¬ 
чие номеров у всех ребер, выходящих из одной вершины в'); 

5) начальная вершина ѵ объявляется начальной вершиной 8’, 
и из 8* вык идыв аются все вершины, не достижимые из начальной, 
вместе с ведущими из этих вершин ребрами. То, что получилось, 
и есть 8г 

Определение результата применения г-локального (Б,к)- 
действия к (Б,к)-комплексу завершено. Как и в случае свойств, 
упоминания Б, к иг мы будем оцускать, если значения соответ¬ 


ствующих параметров ясны из контекста. 

Можно рассматривать локальные действия, не выводящие за 
пределы заданного подансамбля (т.е. подмножества, являющегося 
ансамблем) (Б,к)-ансамбля. В силу сделанных выше замечаний о 
вложении одних ансамблей в другие любой из явно перечисленных 
нами ансамблей есть подансамбль подходящего (Б,к)-ансамбля. 
Например, можно требовать, чтобы локальное действие не выво¬ 
дило за пределы ансамбля Б-слов, т.е. было действием в атом 
ансамбле. Тогда это будет действие, состоящее в замене начала 
слова на другое начало. Можно требовать, чтобы действие не 
выводило за пределы расширенного ансамбля Б-слов. Тогда это 
будет действие, состоящее в замене заданного вхождения под- 
слова на некоторое слово. Наконец, можно требовать, чтобы 
действие не выводило за пределы колмогоровского Б-ансамбля. 
Тогда мы приходим к понятию колмогоровского Б-действня. 

Колмогоровское г-локальное Б-действие задается указанием 
числа г и строчки и-* <щ, у) , где ѵ , у суть Б-комплексн, 
а у есть взаимнооднозначное отображение из ѵ(іг) в ѵ(Ю , со¬ 
храняющее пометки и такое, что для всякой вершины а, для ко¬ 
торой у (а) определено, множество пометок при вершинах, соеди¬ 
ненных в ѵ ребром с у (а) , содержится в множестве пометок 
при вѳ рюшах, соединенных в и ребромс а. Применение локаль¬ 
ного действия к Б-комплексу определяется так же, как в случае 
произвольных (Б^к)-комплексов; при этом в качестве & мы берем 
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§ 1. ОБЩЕЕ ПОНЯТИЕ АЛГОРИТМА КАК САМОСТОЯТЕЛЬНОЕ 
(ОТДЕЛЬНОЕ) ПОНЯТИЕ 

Самым главным открытием в науке об алгоритмах, безуслов¬ 
но, было открытие самого понятия алгоритма в качестве новой 
и отдельной сущности. Мы хотим подчеркнуть, что это открытие 
следует рассматривать как отдельное, не смешивая его с откры¬ 
тием представительных вычислительных моделей (Тьюринга, Пос¬ 
та, Маркова, Колмогорова), о которое пойдет речь в § 2. 

Иногда ошибочно полагают, что понятие алгоритма не мохѳт быть 
удовлетворительно воспринято в отрыве от тех или иных фор¬ 
мальных конструкций, имея в виду при этом прежде всего выше¬ 
названные модели. Однако эти конструкции были предложены как 
раз для уточнения, или адекватной формализации, общего интуи¬ 
тивного понятия алгоритма (а вернее сказать, понятия вычисли¬ 
мой функции), само же это понятие, таким образом, признавалось 
существующим независимо от (а в историческом плане - сущест¬ 
вующим до) указанных формализаций. Как указывал Гёдель в 
[Гёд 56], вопрос.о том, правильно ли определение вычислимос¬ 
ти функции по Тьюрингу, не имеет смысла, если понятие вычис¬ 
лимой функции не является интуитивно понятным априори. Подоб¬ 
ная ситуация достаточно типична: общее интуитивное понятие, 
скажем, поверхности имеет смысл независимо от дефиниций,пред¬ 
полагаемых топологией или дифференциальной геометрией; разни¬ 
ца лишь в том, что понятие поверхности известно с античных 
времен (оно встречается в первых строках евклидовых "Начал”), 
а понятие алгоритма появилось, по-видимоцу, лишь в XX веке. 

Для историков математики было бы поучительной задачей 
проследить возникновение и формирование (которое, возможно, 
еще не савѳриилось ) понятия алгоритма. Евклид и аль-Хорезми 
сообщили первые примеры алгоритмов, применяемых сегодня. Что 
же касается общего понятия алгоритма - эффективной вычисли¬ 
тельной процедуры, - то едва ли не самые ранние примеры ис¬ 
пользования такого понятия встречаются в первой четверти XX 
г-эка, в работах Бореяя (1912 г.) и Вейля (1921 г.). Борель 

[Бор 12, с. 1613выделяет "вычисления, которые могут быть 
реально осуществлены" и подчеркивает: "Я намеренно оставляв 
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в стороне большую или меньшую практическую длительность; суть 
здесь та, что каждая иа этих операций осуществима в конечное 
время при помощи достоверного и недвусмысленного метода” 

(с. 162; перевод заимствуем из [МедФ 76, с. 100]). Вейль (см. 
[Вей 21]} при обсуждении понятия "іипсъіо йівсгвъа" явно вы¬ 
деляет среди произвольных соответствий алгоритмические* Оба 
они по существу приходят к понятию вычислимой функции (а Бо¬ 
ролъ - даже к термину "гопс-Ыоп саісиіаъіе" , правда, обоэна- 
чаюцещу несколько иное алгоритмическое понятие, см.киже ч.П, 

$ 4). В докладе [Чёрч 36], представленном в 1935 году, Чёрч 
уверенно пользуется термином "эффективно вычислимая <е?іесѣі- 
ѵеіу саісиіаъіе) функция”, считая его общепонятным и пред¬ 
шествующим какой бы то ни было формализации. Отметим, что в 
ранних англоязычных сочинениях по теории алгоритмов (см., 
напртер, [Тьв 36],[Тыв 37а] и особенно [Тью 39, $ 2]) термин 
"е^есЪІѵеІу саісиіаъіе" относится к интуитивному понятию, 
а термин "сотри«аЫе" - к функциям, вычисление которых осу¬ 
ществляется некоторой вычислительной моделью. В современных 
публикациях термин "сотриСаЫе" относится к каждому *з этих 
понятий, тогда как термин "саісиіаъіе" не имеет широкого 
распространения. 

Понятие алгоритма, подобно понятиям множества и натураль¬ 
ного числа, при н адлеж и т к числу понятий столь фундаментальных, 
что не может быть выражено через другие (в частности, теорети¬ 
ко-множественные), а должно рассматриваться как неопределяе¬ 
мое. Линь как пояснения, а не как определения, следует расце- 
иавать формулировки типа "Алгоритм - это точное предписание, 
которое задает вычислительный процесс, начинающийся с произ¬ 
вольного (но шбраинего иа фиксированной для данного алгорит¬ 
ме совокупности) исходного данного И направленный на получение 
полностью определяемого этим исходмш результата”. Од¬ 

нако и подобных пояснений достаточно для установления некоторых 
содержательных фактов - например, того факта, что не каждая 
функция с натуральными аргументами и значениями может бить 
вычислена каким-либо алгоритмом (поскольку невозможно несчет¬ 
ное количество предписаний). Белее продвинутое изучение тре¬ 
бует дальнейших уточнений (см. такие уточнения в [Колы 53], 
'Коям У со Ы) Уот 67, » 1.1], ГКнут 6Ѳ, « 1.11, [Усп 70]. 

не 



[Усп 77]), Колмогоров пишет: 

"Мы отправляемся от следующих наглядных представлений об 
алгоритмах: 

1) Алгоритм Г, примененный ко всякому "условию” ("на¬ 
чальному состоянию") А из некоторого множества ^{"области 
применимости" алгоритма г) дает "решение" ("заключительное 
состояние") в. 

2) Алгоритмический процесс расчленяется на отдельные ша¬ 
ги заранее ограниченной сложности; каждый шаг состоит в "не¬ 
посредственной переработке" возникшего к этому шагу состояния 
8 в состояние а*= 0р(8). 

3) Процесс переработки А 0 * А в А 1 ‘ = ОрСА^, а 1 в А* = 

= ОрСА 1 ) , а 2 в А 3 = йр(А 2 ) и т.д. продолжается до тех пор, 
пока либо не произойдет безрезультатная остановка (если опе¬ 
ратор Ор не определен для получившегося состояния), либо не 
появится сигнал о получении "решения”. При этом не исключает¬ 
ся возможность неограниченного продолжения процесса (если 
никогда не появится сигнал о решении). 

4) Непосредственная переработка а в в*=Ор(8)производит¬ 
ся лишь на основании информации о виде заранее ограниченной 
"активной части" состояния а и затрагивает лишь эту активную 
часть." ([Колм 53]). 

Формулировка Колмогорова содержит по крайней мере две су¬ 
щественные идеи. Первая из этих идей - идея итеративности 
алгоритмического процесса. Формулировка предлагает общую схе¬ 
му детерминированного преобразования одних объектов в другие - 

схему, согласно которой всякое такое преобразование представ¬ 
ляет собою результат ыкогократного применения одной и той же, 
фиксированней дня данного преобразования, сравнительно прос¬ 
той операции (называемой у Колмогорова "оператором”) непосред¬ 
ственной переработки. В нормальном алгорифме Маркова, напри¬ 
мер, операция непосредственной переработки задается списком 
пар слов <А^, В.) ,..., (Ад, Вд) ; применение операции к слову 
р заключается в обнаружении того наименьшего і, для которо¬ 
го а. имеет вхождение в Р, и в замене самого левого из таких 
вхождений на в 1 . 

Другая существенная идея формулировки Колмогорова выраже¬ 
на в ее последнем пункте; это идея локальности каждого отдель- 
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Його вага. В [Колы 53] (ом. также [Кѳлм Усп 58]) предложено, 
по существу» общее понятие локальной операции (сам термин 
"локальная операция", впрочем, отсутствует в указанных публи¬ 
кациях - Колмогоров говорит о "непосредственной переработке"). 
Локальная операция состоит в удалении заранее ограниченного 
"куска” обрабатываемого объекта (состояния) и замене этого 
удаляемого "куска" на другой "кусок", определяемый в зависи¬ 
мости от первого (точнее об этом будет сказано ниже, в § 2, 
при определении оператора непосредственной переработки для 
малин Колмогорова). 

Все вычислительные модели с локальным преобразованием ин¬ 
формации легко могут быть описаны в колмогоровских терминах. 

Мы будем называть их моделями колмогоровского типа. Подели 
Поста и Тьюринга - примеры таких моделей. С другой стороны, 
модели с нелокальными шагами, такие как нормальные алгорифмы 
Маркова (см. [ Марк 51], [Марк 54] ) или машины с произвольным 
доступом к памяти (ем. [Ахо Хоп Уль 74], [Сли 81]), требуют 
предварительного расщепления каждого своего шага на локальные 
шаги (осуществляемые локальными операциями) и, следовательно, 
не являются моделями колмогоровского типа. .Для того, чтобы 
задать вычислительную модель с локальным преобразованием ин¬ 
формации, нужно конкретизировать встречающиеся в форцулирѳвке 
Колмогорова понятия "состояние”, "непосредственная переработ¬ 
ка", "активная часть”, "сигнал о решении". Заметим, между 
прочим, что состоянием - в колмогоровском смысле - машины 
Тьюринга мы должны считать но то, что нередко называют ее 
(внутренним) состоянием (см. [Марк 70, § 5]), или конфигура¬ 
цией (см. [Кли 52, § 67]), а то, что в [Кли 52, $ 67] назва¬ 
но ситуацией (ві-Ьиа-Ыоп > , или полной конфигурацией. Эти си¬ 
туации, или полные конфигурации, машины Тьюринга естественно 
было бы называть также "полными состояниями". (Отметим, что в 
[Маль 65, § 12] термином "состояние" иля синонимичным терми¬ 
ном "конфигурация" обозначается, в колмогоровском духе, имен¬ 
но полное состояние, или полная конфигурация.) Итак, каждая 
модель предполагает свою конкретизацию колмогоровских понятий. 

В [ Коям 53] предложена наиболее общая схема такой конкре¬ 
тизации. Эта схема может рассматриваться как адекватная форма¬ 
лизация точного понятия алгоритма (при работе с моделями с 
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нелокальных преобразованием информации нужно разбить нелокаль¬ 
ные шаги на локальные, как было замечено маю}. 

Вычислительную модель, определяемую этей наиболее общей 
схемой, мы называем "машины Колмогорова" (точное определение 
будет дано ниже в § 2). 

Мы видим, что общее понятие алгоритма опирается на неко¬ 
торые предварительные понятия - прежде всего на понятие сос¬ 
тояния алгоритмического процесса и понятие непосредственной 
переработки; оба эти понятия уточняется на основе материала 
5 0: состояния суть конструктивные объекты, а непосредствен¬ 
ная переработка (в случае локального преобразования информа¬ 
ции) задается набором локальных действий (см. ниже § 2). 

Состояние вычисления (в колмогеровеном смысле) для произ¬ 
вольной вычислительной модели мажет не быть непосредственно 
конструктивным объектом. Для машины Тьюринга, например, ее 
полное состояние в каждый отдельный момент времени включает 

в себя информацию о записи на ленте, о положении головки и о 
внутреннем состоянии; для машины Поста надо знать запись на 
ленте, положение головки и адрес, или номер, подлежащей вы¬ 
полнению команды. Путам подходящих соглашений о способе коди¬ 
рования можно, однако, оформить каждое такое состояние в виде 
конструктивного объекта и, более того, в виде объекта ив не¬ 
которого единого (для рассматриваемой вычислительной 
модели) ансамбля. Если мы рассматриваем, например, машины 
Тьюринга с данным рабочим алфавитом А, то, закодировав каждое 
внутреннее состояние в виде некоторого слова подходящего ал¬ 
фавита Б, на пересекающегося с А, введя специальный символ 
для обозначения положения головки и т.д., можно оформить каж¬ 
дое состояние машины в виде слова в некотором фиксированном 
алфавите (включающем алфавиты а,Б и, если нужно, ѳщѳ некото¬ 
рые знаки) или в виде комплекса некоторого фиксированного 
колмогоровского ансамбля. Бели мы рассматриваем в качестве 
вычислительной модели машины Тьюринга с не фиксированным за¬ 
ранее рабочим алфавитом, то должны договориться о способе ко¬ 
дирования букв произвольного алфавита словами некоторого фик¬ 
сированного алфавита и т.п. Во всех случаях такое "погружение" 
множества полных состояний машины в некоторый ансамбль легко 
осуществить, и в дальнейшем іш будем предполагать ого вывод- 

121 



X -X -алгоритмы 

Полное описание всякого алгоритма начинается с того, что 
фиксируются два ансамбля - "ансамбль X допустимых исходных 
данных (или допустимых входов)" и "ансамбль х допустимых ре¬ 
зультатов (или допустимы:; выходов)". Ансамбль X называется 
ансамблем входов , а ансамбль X называется ансамблем выходов . 
Произвольный алгоритм с ансамблем входов X и ансамблем выхо¬ 
дов х кратко называется х - х -алгоритмом . Имеется в виду, что 
мы пытаемся применить х -х -алгоритм к каждому элементу х и 
что ести результат существует, он принадлежит X . Областью 
определения , или областью применимости , алгоритма является 
подмножество ансамбля входов; это подмножество состоит из 
всех тех входов, для которых алгоритм выдает результат. Каж¬ 
дый алгоритм задает функцию, определенную на его области при¬ 
менимости: значение функции на аргументе х равно результату 
алгоритма при входе х . Про такую функцию говорят, что она 
вычисляется рассматриваемым алгоритмом. Два алгоритма назы¬ 
ваются эквивалентными . если их области определения совпадают 
и для каждого входа из этой общей области совпадают соответ¬ 
ствующие результаты; эквивалентные адгоритш, таким образом, 
вычисляют одну и ту же функцию. Пусть А и В суть некоторые 
множества. Если область определения алгоритма ОС является 
подмножеством множества а и каждый результат алгоритма 01 
принадлежит в , то Ос называется алгоритмом из а в в (пишем: 

" ОС : А -*В "), 

Результат применения алгоритма ОС к исходному данному * 
обозначается ОС (х) . Таким образом, эквивалентность алгорит¬ 
мов ОС и <&■ монет быть Записана как ОС(х) -<&(х) . 

§ 2. ПРЕДСТАВИТЕЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МОДЕЛИ 

Открытие, обсуждаемое в эком параграфе, заключается в ука¬ 
зании точно очерченного и представительного класса алгоритмов. 
"Представительность" означает существование таких ансамблей 
X , х , что рассматриваемый класс содержит алгоритм, эквива¬ 
лентный (ж определяющий ту же функцию) любому заранее задан¬ 
ному х -х -алгоритму. 
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Проблема существования таких классов глубоко нетривиальна. 
Априори не очевидно, что представительный класс алгоритмов 
может быть описан в точных терминах и трактоваться как предмет 

изучения традиционной теоретико-множественной математики. Ис¬ 
торически первыми примерами таких классов служат классы алго¬ 
ритмов, осуществляемых на вычислительных моделях Тьюринга 
(см. [Тыо 36], а также уточняющую критику в [Пост 47]) и Пос¬ 
та (см. [Пост 36]). Более поздние примеры - нормальные алго¬ 
рифмы Маркова и алгоритмы, осуществляемые на машинах Колмого¬ 
рова (алгоритмы Колмогорова). 

Машины Колмогорова 

Обратимся к цитате из [Колм 53], приведенной нами в § Т. 
Определение машин Колмогорова (как и всякой вообще вычисли¬ 
тельной модели, в том числе с нелокальным преобразованием ин¬ 
формации) заключается в конкретизации входящих в эту цитату 
понятий. 

Состояниями объявляются комплексы из некоторого ансамбля 
колмогоровских Б-комплѳксов. Фиксируется некоторый показатель 
локальности г; тем самым возникает понятие г-локального дей¬ 
ствия. Для машины г указывается оператор непосредственной 
переработки Оператор непосредственной переработки задает¬ 

ся конечным набором колмогоровских г-локальных действий с 
попарно различными левыми частями в задающих эти действия 
строчках. Применение оператора к комплексу г состоит в приме¬ 
нении того (ровно одного) действия из этого набора, которое 
оказывается применимым; если ни одно из действий не примени¬ 
мо, то и оператор не применим. Задаваемые таким образом пре¬ 
образования комплексов мы и будем называть локальными опера¬ 
циями (в интуитивном смысле этот термин уже появлялся в § 1). 
Теперь можно сказать, что в машинах Колмогорова непосредствен¬ 
ная переработка является локальной операцией. 

Работа машины заключается в последовательном переходе от 
начального состояния А° к состоянию А 1 а о_(а 0 ) , от состояния 
А 1 к состоянию а 2 в Ор(А п )и т.д., пока не возникнет "сигнал 
окончания". Требуется, чтобы появление сигнала окончания за¬ 
давалось локальным свойством. Если сигнал окончания возникает 
на состоянии А п , оператор Ор применяется еще ровно один раз, 
алгоритмический процесс прекращается, и состояние А а+1 = Ор(А п ) 
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объявляется результатом работы мамины при исходном данном А* 

Колмогоровский подход приводит (при несущественных изме¬ 
нениях в технических деталях) к алгоритмам из [Колм Усп 58]; 
изложению этих алгоритмов был посвящен § 3 главы I моногра¬ 
фии [Глу 64]. 

Определение Колмогорова естественно применимо и к алго¬ 
ритмам, обрабатывающим (Б, к) -комплексы. Для этого нужно заме¬ 
нить в определении оператора непосредственной переработки 
колмогоровские действия на действия в ансамбле (Б,к)-комплек¬ 
сов. С неформальной точки зрония,„рсновное отличие получаемых 
так алгоритмов от алгоритмов, задаваемых описанными выше ма¬ 
шинами Колмогорова, состоит в использовании ориентированных 
графов (с произвольным числом ребер, входящих в вершины гра¬ 
фов одного ансамбля). Имея в виду это соображение, мы закреп¬ 
ляем за получаемыми вычислительными устройствами название 
"ориентированные машины Колмогорова". 

В 1970 г. Шёнхаге (см. [Шёкх 70]) предложил вычислительную 
модель в виде "машин с модифицируемой памятью” (это есть пред¬ 
ложенный в [Сли 81, гл. 3, § 1, п. 1] перевод для термина 
Шёкхаге "в-Ьогаве тобіХісаДІоіі таоЬіпве” , сокращенно БММ ). 

Во введении к статье' [Шёнх 80] Шёкхаге пишет: "Как нам было 
указано многими коллега*», Колмогоров и Успенский ввели в 
рассмотрение машинную модель, весьма близкую к машинам с мо¬ 
дифицируемой памятью, значительно ранее". Кашины Шёнхаге мож¬ 
но рассматривать как специальный вид ориентированных машин 
Колмогорова (несколько подробнее об этом будет сказано ниже), 
и поэтому для обозначения этих машин в обзоре [Сли 81] исполь¬ 
зовался термин "алгоритмы Колмогорова - Шёнхаге" (тогда как 
для обозначения машин Колмогорова в [Сли 81] использовался 
термин "алгоритмы Колмогорова - Успенского"). Возможно, было 
бы правильнее называть ориентированные машины Колмогорова (а 
тем самым и алгоритмы Шёкхаге) алгоритмами с полулокальныи 
преобразованием информации: действительно, при осуществлении 
одного вага работы алгоритма вновь появившаяся вершина может 
оказаться концом сколь угодно большого числа ребер. 

Определение машин с модифицируемой памятью, или машин 
Шёнхаге, приводится нами в добавлении к настоящему параграфу. 
Вкратце, основные отличия этой «(числительной модели от оркен- 
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тированных машин Колмогорова состоят в следующем: 1) помечены 
ребра, а не вершины, 2) команды являются специальным видом 
команд ориентированных машин Колмогорова, 3) на командах за¬ 
дана управляющая структура с помощью линейного упорядочения 
команд и операторов перехода, 4) имеются входная и выходная 
ленты (на которых записываются слова в алфавите {0, 1} ) и 
соответствующие команды. 

Выше уже отмечалось, что определение алгоритмов, предло¬ 
женное Колмогоровым, было призвано охватывать все другие виды 
алгоритмов. И действительно, намины Колмогорова непосредствен¬ 
но моделируют работу других известных видов алгоритмов с ло- 
калыпаі преобразованием информации. Для алгоритмов с нелокаль¬ 
ным преобразованием информации, таких, как нормальные алгорит¬ 
мы или машины с произвольным доступом к памяти (см, [Ахо Хоп 
Уль 74]), требуется предварительное разбиение их шагоа на ло¬ 
кальные шаги. Тезис о возможности прямЬга моделирования алго¬ 
ритмов с локальным преобразованием информации машинами Колмо¬ 
горова может, на первый взгляд, вызвать возражения. Действи¬ 
тельно, существование машины Колмогорова, непосредственно мо¬ 
делирующей машину Тьюринга с плоскостной памятью ("плоской 

лентой") не является самоочевидным, а требует весьма тонких 
построений. Так обстоит дело, например, при конструировании 
машины Колмогорова, решающей задачу "о распознавании самопере¬ 
сечения плоской траектории", см. [Куб 72]; существование же 
машины Тьюринга с плоской лентой, решающей эту задачу, оче¬ 
видно. Дело здесь, однако, в том, что в действительности на 
вход рассматриваемой машины Тьюринга с плоской лентой подает¬ 
ся не только аргумент, но и необходимая часть рабочей памяти, 
т.е. плоскости, стандартным образом разбитой на клетки. Это 
разбиение и возникающее в силу него отношение соседства кле¬ 
ток машина может использовать в своей работе. Бели на вход 
машины Колмогорова подавать вместе с аргументом такую же часть 
плоскости, разбитой на клетки, то моделирование машины Тью¬ 
ринга машиной Колмогорова становится очевидным. Тем не менее, 
даже и без подачи на вход машины Колмогорова участка плоскос¬ 
ти моделирование оказывается, в некотором, уточняемом нике 
смысле, возможным - машина Колмогорова оказывается в состоянии 
"достраивать" нужные участки памяти по ходу вычисления; как 

125 



это делается, показано в [ Шёнх 80 ]• 

Формальные задания 

Каждая вычислительная модель влечет существование опреде-і 
ленного, специфичного для этой модели, класса Формальных за¬ 
даний алгоритмов, которые могут быть реализованы в этой моде¬ 
ли. Например, говоря несколько огрубление, для нормальных 
алгорифмов Маркова роль формального задания играет схема нор¬ 
мального алгорифма, для машин Тьюринга - система команд, для 
машин Колмогорова - множество команд вида и -*<ѵ?,у> ; даль¬ 
нейшее уточнение понятия формального задания предполагает, 
что указанные схемы, системы и множества изображены в виде 
конструктивных объектов. Наше понятие формального задания 
совпадает по существу с понятием изображения алгоритма, объ¬ 
ясненном в [ Наг 776] следующим образом: "Алгоритма изображе¬ 
ние - конструктивный объект определенного вида.,., содержащий 
в себе закодированную по фиксированным для алгоритмов данного 
типа правилам полную информацию об этом алгоритме. Обычно оп¬ 
ределение А.и. формулируется таким образом, чтобы процедуры 
получения А.и. по исходному алгоритму и восстановления исход¬ 
ного алгоритма по А.и; осуществлялись по возможности более 
просто". В действительности, для того, чтобы объяснить какую- 
либо вычислительную модель, достаточно предъявить определен¬ 
ный Универсальный Рецепт, который по каждому формальному за¬ 
данию и пЬ каждому входу позволяет подучить соответствующий 
выход. (Ср. формулировку из [Кри 77а, § 0], толкующую понят¬ 
ность алгоритма "как знание того, что должно быть сделано для 
его исполнения, т.о. как наличие алгоритма выполнения алгорит¬ 
ма".) Если формальные описания и исходные данные разумным 
образом закодированы, пара < формальное описание, исходное 
данное > превращается в элемент подходящего ансамбля, а Уни¬ 
версальный Рецепт превращается в интерпретатор или даже - в 
случае представительной модели - в универсальный алгоритм 
(см. § 14 ниже). В соответствии с только что сказанным, вся 
дескриптивная теория алгоритмов может рассматриваться как 
теория единственного универсального алгоритма, построенного 
на основе определённой представительной модели. 

Отметим те особенности, которые отличают формальное зада¬ 
ние алгоритма вычисления на данной модели от интуитивного по» 
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нятия алгоритма как предписания. Прежде всего, как уже упоми¬ 
налось, формальное задание должно быть конструктивным объек¬ 
том; предписание же может трактоваться как смысл повелитель¬ 
ного текста ітем не менее, как показывает приведенные выше 
примеры, формальные задания, даже для одной и той же модели, 
не принадлежат, вообще говоря, никакому единому ансамбле). 
Далее, формальное задание касается только оператора непосред¬ 
ственной переработки, в частности, входная и выходная проце¬ 
дуры (см. ниже) не входят в формальное задание. Наконец, все 
предписания (даже если их понимать как тексты, а не как смыс¬ 
лы текстов), описывающие вычисления на данной модели, могут 
содержать некоторую общую информацию. Например, для нормаль¬ 
ного алгорифма Маркова к такой информации относится указание 
о том, что формула подстановки применяется к самому левому 
вхождению. Для машин Тьюринга предписание содержит объяснение 
понятий "лента", "головка", "сдвиг влево" и т.д. Естественно, 
эта общая информация может не входить в формальное задание 


конкретного алгоритма. 


жмдмцдцці 


Пусть х ,х\ х, х* - ансамбли. В силу изоморфизма ансамб¬ 
лей, каждый представительный класс алгоритмов из X в X авто¬ 
матически порождает представительный класс алгоритмов из X' в 
X* . Поэтому для дескриптивной теории алгоритмов (но не для 
теории сложности и не для конструкций специальных алгоритмов) 
достаточно изучать только х -X -алгоритмы для произвольных, 
но фиксированных X и х . В частности, можно предполагать, что 
X = х . В качестве х, далее, можно взять множество всех слов 
в каком-либо алфавите (в случав однобухвенного алфавита это 
множество может интерпретироваться как множество N всех на¬ 
туральных чисел (ср. [Родж 67, §*Л0])). 

Пусть задана вычислительная модель и пусть х и х суть ан¬ 
самбли. Договоримся о какой-либо входной процедуре (иди пра¬ 
виле начала ), с помощью которой любой элемент х е х вводится 
в модель в виде начального состояния (например, о том, как 


число а 6 N преобразуется в начальное состояние машины Тьюрин 
га - о термине "состояние" см. выше § 1), и о какой-либо вы- 

* ШИШ 




(или 




по¬ 


мощью которой из заключительного состояния извлекается элемент 
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у € I. № предполагали, что эти процедуры преобразуют объект 
локальный образом - в колмогоровских терминах они представля¬ 
ют собой однократное применение подходящих локальных операций. 
Тогда любое допустимое для данной модели формальное задание 
алгоритма задает следующий алгоритм из х в у; берется эле¬ 
мент х и вводится в веде начального состояния, к получившемуся 
начальному состоянию применяется формальное задание, процесс 
применения продолжается до тех пор, пока не возникнет заклю¬ 
чительное состояние, из него извлекается у. Тем самым с вы¬ 
числительной моделью в целом оказывается сопряженным некото¬ 
рый класс алгоритмов из х в у (который в силу предложенного 
описания является точно очерченной). В дальнейшем, рассматри¬ 
вая ьыЧйслительнш модели, мы будем, для упрощения изложения, 
фиксировать соответствующие ансамбли Хи X, при этом мы не 
будем упоминать о входной и выходной процедурах, считая, что 
они определены вычислительной моделью и ансамблями входов и 
выходов. 

Итак, пусть дана вычислительная модель с ансамблем входов 
х и ансамблем выходов 7. Если класс алгоритмов ив х в т, 
связанный с этой моделью (и, следовательно, точно очерченный), 
является представительным (в том смысле, что для каждого 
х - 7-алгоритма найдется эквивалентный ащу алгоритм из этого 
класса), данная модель называется X- 7 -представительной . 
Недель называется представительной . если она является х-х- 
представитѳлькой для некоторых х, 7. Вычислительные модели 
Тьюринга и Поста служат исторически первыми примерами предста¬ 
вительных моделей. (Намины Поста являются ^ -представи¬ 
тельными, а мамины Тьюринга - X- 7-представительными, если 
X и 7 - словарные ансамбли,) Намины Тьюринга с фиксирован¬ 
ным ленточным алфавитов и произвольным числом внутренних сос¬ 
тояний также образуютпредставительную модель. Пример непред¬ 
ставительной вычислительной модели - мамины Тьюринга с фикси¬ 
рованным ленточным алфавитом и фиксированныя га числом внут¬ 
ренних состояний. Разумеется, всевоэгэжные (ориентированные 
или неориентированные) мамины Колмогорова также составляют 
представительную модель. Более того, все колмогоровские мами¬ 
ны, работающие в подходящем ансамбле Б-коыплексов, образуют 
представительную модель, если алфавит Б содержит на менее чѳ- 

128 




тырех букв. 

Важно понимать, что представительные вычислительные моде¬ 
ли не являются формализациями понятия алгоритма: они только 
обеспечивают подъездные пути для формализации понятия вычис¬ 
лимой (посредством какого-либо алгоритма) функции,. В самом 
деле, если бы мы объявили, что алгоритмами являются только те, 
которые реализ/уются машинами Тьюринга, то нормальные алгориф¬ 
мы Маркова нельзя было бы рассматривать как алгоритмы, и для 
них мы не смогли бы измерять, скажем, сложность вычисления. 

Машины Колмогорова могут рассматриваться, таким образом, 
в двух аспектах: 

1) как одна из представительных вычислительных моделей; 

2) как математическое определение общего понятия алгорит¬ 
ма - в том стеле, что любой алгоритм с локальными шагаю: не¬ 
посредственно подпадает под это определение (этот второй ас¬ 
пект вццеляѳт машины Колмогорова среди всех прочих представи¬ 
тельных моделей). 

Тезис Чёрча 

Утверждение о представительности точно очерченного класса 
алгоритмов (т.е. о представительности соответствующей вычис¬ 
лительной модели) составляет содержание тезиса Чёрта для это¬ 
го класса или для этой модели. Таким образом, мы понимаем 
этот тезис в широком смысле (как в [Род 67, $ 1.7]). Тезис 
Чёрта в узком смысле утверждает, что всякая вычислимая функ¬ 
ция с натуральными аргументами и значениями частичнорекурсив¬ 
на (см. [Кяи 52, $ 63]). Эту формулировку, строго говоря, 
следовало бы назвать тезисом Чёрта - Клики, поскольку перво¬ 
начальная формулировка Чёрча говорит лишь о всюду определен¬ 
ных вычислимых функциях и утверждает их общерекурсивнос ть 
(см. [Кли 52, § 60]). Тьюринг в [Тью 36] и Пост в [Пост 36] 
утверждают, что класс всех всюду определенных функций, вычис¬ 
лимых в определенной модели, совпадает с классом всех всюду 
определенных вычислимых функций (для фиксированных ансамблей). 
Поэтому тезис Чёрта может быть назван тезисом Тьюринга, или 
тезисом Поста, или тезисом Чёрта - Тьюринга - Поста. Вспоми¬ 
ная роль Клики в формулировании этого тезиса - переход к час¬ 
тичнорекурсивным функциям, - можно также называть его тезисом 
Чёрча - Тьюринга - Поста - Клини. 
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Роль адекватных формализаций понятия алгоритма могут иг¬ 
рать и так называемые языки програширования: действительно, 
эти языки могут быть использованы для задания томно очерчен¬ 
ного и представительного класса алгоритмов. При этом не каж¬ 
дый осмысленный текст на языке программирования нужно обяза¬ 
тельно понимать как алгоритм: существенно лишь, чтобы каждый 
алгоритм мог быть записан на языке. Для математика, занимаю¬ 
щагося теорией алгоритмов, среди языков программирования наи¬ 
больший интерес представляют лисп Маккарти и алгол-68 ван Вей- 
нгаардена. Можно строить и так называемые абстрактные языки 
программирования, выступающие в качестве математических моде¬ 
лей реальных языков програширования; эти абстрактные языки, 
в свою очередь, также можно рассматривать как формальные опи¬ 
сания понятия алгоритма. Среди абстрактных языков программи¬ 
рования выделяем язык операторных алгоритмов Л.П.Ершсва (см. 
[ЕршА 60],[ЕршА 62]); эти алгоритмы - под названием "вычисли¬ 
тельные алгоритмы" - были изложены впервые в феврале - марте 
1958 г. в докладе А.П.Ергаова на семинаре П.С.Новикова и С.А. 
Яновской в Московском университете. 

ДОБАВЛЕНИЕ К § 2. МАШИНЫ ШЁНХАГЕ 

Здесь мы приводим подробное описание этих машин, следуя 
■^Шёнх (ЭОД. Состояния каждой машины являются конструктивными 
объектами определенного рода. Начнем с описания этих объек¬ 
тов; как мы уже замечали, это (Б,к)-комплексы, у которых 
алфавит Б состоит из одной буквы (тем самым можно считать, 
что вершины комплекса не помечены вовсе) и из каждой вершины 
выходит ровно к ребер. Шёнхаге называет их Д-структуреми. 
Приведем определение д-структура из [Шёізс 80]. Пусть задан 
конечный алфавит д . Его элементы называются направлениями 
(имеется в веду аналогия с направлениями перемещения головки 
машины Тьюринга) и играют роль, аналогичную роли чисел 0,...,к- 
в определении (Б,к)-компл@сов. Д-структура - это конечный 
ориентированный граф, из каждой вершины которого выходит одно 
и то же количество ребер, помеченных взаимно однозначным обра¬ 
зом элементами д ; одна из вершин вьдѳлѳна и называется на¬ 
чальной вершиной, или центром, Д-структуры, и все вершок 
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достижимы по ориентированным путям из этого центра. Несколько 

более формально, а- структура - это тройка а, р> , где 

X - конечное множество вершин, а е х - центр, р={р а ! аед } - 
семейство отображений х в х, причем р а (х) - это вершина, 
в которую из вершины к идет ребро, помеченное направлением 
а . Обозначим через А* множество всех слов в алфавите А , 
через а - пустое слово. Для всякой д-структуры 8=<х,а,р> 

определено отображение Ад А* -*х следующим образом: 


Ад(Ш = а 5 Ад («о = р а (Ад(»)), « е А, Ш е А* 


Если Ад(Ѵ)_ х, то ѵ называется адресом вершины х (в д - 
структуре 8). Определение а-структуры требует, чтобы все 


вершины имели адреса. 

Машина Шёнхагэ имеет входную и выходную ленты с головка¬ 
ми на них, на лентах записываются слова в алфавите {0, 1} • 
Кроме того, имеется рабочая память, которая в каждый момент 
работы машины является некоторой д-структурой, и, наконец, 
программа - конечная последовательность команд описываемых 
ниже типов. Каждая команда может быть либо операцией, либо 
проверкой, либо остановом. Команда останов имеет очевидный 
смысл. Операции бывают над входной лентой, выходной лентой и 
рабочей памятью. Операция нал входной лентой одна - сдвиг го¬ 
ловки на один символ вправо. Операции над выходной лентой 
две - печать символа 0 или символа I в конце уже напечатанно¬ 


го на выходной ленте слова. 

Опарами над рабочей памятью бывают одного из трех типов. 
Мы опишем, как команды каждого из типов преобразуют д-струк¬ 
туру Б =<Х,а,р> в новую Д-структуру Б =<Х, а, р>. 

1. Команда добавления новой вершины - педа и , где ѵе д*. 
Новое множество вершин состоит из элементов х и еще одной - 
новой - вершины, обозначим ее у. Для всех бед полагаем 
Рд (у) га. Если ѵ г о ♦ то а гу и при всех б е А »■ хеХ зна¬ 
чение р.ОО задается как совпадающее с ррХ В графовых терми¬ 
нах: к имеющемуся графу добавляется новая вершина, она объяв¬ 
ляется начальной, и все ребра, которые должны выходить из 
этой вершины, ведут в старую начальную вершину. Пусть теперь 
ѵ имзет вид ш , где іте д* ,а е д . Тогда а = а, Р а (Ад(Ю)= 
а у; для гзѳх г € X, б ед, если г ■/- АдСЮили 6 / а, полагаем 
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р 6 <*)= р 6 <*) . в графовых терминах: добавляется новая вершина, 
все ребра из нм идут в начальную веронцу, одну и ту же и в 
старом и в новом графе, а в новую вершину ведет ровно одно 
ребро, это ребро помечено направлением а и исходит из верши¬ 
ны с адресом ѵ, 

2. Перенос начальной вершины - зеѣ п Оо V . Полагаем 

а = Ад(Ѵ} кX относим вершины, достижимые из вершины? по пу¬ 
тям, определяемым семейством р. После этого определяем р как 
семейство {р а |а е д} , где р а получается сужением р а на X. 

3. Поворот ребра - зеъ Ш Ъо V , где Ч,Ѵ€ д“, а ед. 
Полагаемн= а, р^С^ОО) = Ад(ѵ) , не менял р 6 (г) при других 
& , а (в графовых терминах: единственное возможное отличие 
получающейся д-структуры от 8 состоит в том, что ребро, по¬ 
меченное направлением а, ведет из вершины с адресом II в вер¬ 
шину с адресом У, а не в ту вершину, куда оно шло в 8). Пос¬ 
ле этого, как и в команде второго типа, оставляем лишь достижи¬ 
мые вершины и соответственно сужаем отображения р 6 . 

После выполнения операции происходит переход к выполнению 
следующей в программе команды, если такой нет, то машина оста¬ 
навливается. 

Всякая проверка имеет вид іі Р Шеи ц еіее ѵ , где ц, 

V - натуральные числа, не превосходящие числа команд в прог¬ 
рамме, а Р - предикат одного из следующих двух видов: 

1) ^ (и) = Ад(ѵ) , что означает совпадение вершин д-структу¬ 
ры с адресами и и ѵ , 2) іпри-ь г р , что означает совпадение 
считываемого символа с р , где р есть 0 или 4 или символ кон¬ 
ца входной ленты. В результате выполнения проверки память не 
меняется и происходит переход к команде, которая имеет в прог¬ 
рамме номер н, если р истинен, и к команде, которая имеет 
номер ѵ , если р ложен. 

Работа машины начинается с выполнения первой команды прог¬ 
раммы, головка на входной ленте ставится на первыя символ, 
память представляет собой д-структуру с единственной верши¬ 
ной - центром. 

$ з. ОБЩЕЕ! понятие исчисления как самостоятельное 

(ОТДЕЛЬНОЕ) ПОНЯТИЕ 

Общее понятие исчисления , или дедуктивной системы, столь 
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же фундаментально, как и понятие алгоритма, и должно рассмат¬ 
риваться отдельно от каких бы то ни было формальных уточнений. 
Понятие исчисления отражает и обобщает интуитивное представле¬ 
ние об индуктивном порождении множества (си. [Кае 67],[Эбб 
70], [Мае 79]). Математические истоки понятия исчисления вос¬ 
ходят к древности (см. [Янове 62]). Игры с четкими правилами 
игры: шахматы, домино, маджонг, различные карточные игры - 
были, вероятно, первыми реальными примерами исчислений. (Ра¬ 
зумеется, рассматривая игру как исчисление, мы полностью от¬ 
влекаемся от ее "игровых" аспектов - состязательности и про¬ 
чего, - а интересуемся исключительно ее, так сказать, "юри¬ 
дической стороной" - возможностью совершать действия, выпол¬ 
няемые по определенным правилам.) Дифференциальное исчисление 
и интегральное исчисление могут считаться примерами исчисле¬ 
ний, если трактовать их как процедуры, позволявшие порождать 
верные равенства вида с№(х)=г(х)сіх и /і(х)сЬс » і?(х) , отправ¬ 
ляясь от исходных, или "табличных", равенств и применяя пра¬ 
вила типа правила дифференцирования сложной функции или пра¬ 
вила интегрирования по частям. Значительную роль в развитии 
общего понятия исчисления сыграли исчисления математической 
логики,шш логистические системы.Первые логистические системы 
появились в конце XIX века в работе Фреге (см. [Фрѳ 1879]). 

Общее понятие исчисления менее популярно, чем общее поня¬ 
тие алгоритма: в частности, совсем не изучено общее понятие 
исчисления с локальным преобразованием информации. Возможно, 
причина такой дискриминации -в давлении вычислительной практи¬ 
ки. Терминология, относящаяся к исчислениям (за исключением 
относящейся к специальным видам исчислений), не устоялась, и 
авторы должны были лавировать между Сциллой терминологическо¬ 
го новаторства и Харибдой терминологической путаницы. 

Говоря огрубление, исчисление есть конечный список разре¬ 
шительных правил , называемых также иорождащкмк правилами 
(■ом. [Шан 55, § 1]), или правилами вывода. Эти правила 
разрешают переходить от одних конструктивных объек¬ 
тов к другим (в тс время как правила алгоритма повеле¬ 
вают совершать такие переходы). Типичным примером разре¬ 
шительных правил служат правила шахматной игры, причем в роли 
конструктивных объектов, с которыми правила оперируют, высту- 
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пают шахматные позиции, снабженные указанием об опереди хода 
и еще некоторой дополнительной информацией. ([Шахм 69, статьи 
15] именует эту дополнительную информацию "внутренними воз¬ 
можностями позиции", а [Шахм 81, статья 12] - "возможностями 
игры”. Дело в том, ото знания одной только позиции, т.е. рас¬ 
положения фигур на доске, и даже очереди хода недостаточно 
для применения правил игры: необходимо, например, знать еще, 
ходил ли ранее король и кое-что другое.) Позицию, дополненную 
всей необходимой для применения правил игры информацией, ес¬ 
тественно называть состоянием игры. Именно состояния игры 
следует рассматривать как те конструктивные объекты, над ко¬ 
торой совершаются операции шахматного исчисления. Другой 
пример - игра домино. Состояние здесь слагается из расположе¬ 
ния костей на столе, информации о наличии костей у игроков и 
в куче и информации об очереди хода. Как и в шахматах, прави¬ 
ла дают возможность переходить от одного состояния к одному 
из нескольких непосредственно следующих. 

Подобно тому, как алгоритм задает алгоритмический, или 
вычислительный, процесс (т.е. процесс работы алгоритма), каж¬ 
дое исчисление задает исчислительный, или порождающій, про¬ 
цесс, т.е. процесс работы исчисления. Этот процесс разбивает¬ 
ся на отдельные шаги (этапы согласно [Шан 55, § 1]). Каждый 
шаг состоит в получении нового объекта из уже полученных к 
началу этого шага объектов; получение нового объекта осущест¬ 
вляется путем применения произвольного разре¬ 
шительного правила, ах^одящего в данное исчисление. Объекты, 
к которым применяется правило, называются его посылками . За¬ 
метим, что применение одного правила к одним и тем же посыл¬ 
кам может давать разные результаты; правило может применяться 
различным образом. (Например, имеется правило хода пешки - 
но оно может применяться к разным пешкам.) Однако, если фик¬ 
сировать правило и посылки, число различных результатов ока¬ 
зывается всегда конечным. Для каждого правила число посылок 
фиксировано. Вели все такие числа ограничены числом к, ис¬ 
числение называется и-поенлочным. Все вышеприведенные приме¬ 
ры игр являются однопосылочными исчислениями. 

Отражением интуитивного представления об объектах, полу¬ 
чающихся в процессе работы исчисления, является понятие допѵс- 
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итого (для данного исчисления) объект. Определение этого 
понятия индуктивное. 

Боди ъ получается из а.....применением одного из 
разрешительных правил исчисления и если а являются 

допустимыми, то и ъ объявляется допустимым; это есть шаг ин¬ 
дуктивного определения. Начало индукции обеспечивается ноль- 
посылочными правилами: если ъ удовлетворяет такому правиду 
(г получается применением этого правила "из ничего”), то Ъ 
объявляется допустимым. Бели нольпосылочнЫх правил нет вовсе, 
множество допустимых объектов оказывается пустым* 3 шахматной 
игре нольпосылочн™ является правило, задающее начальное сос¬ 
тояние, т.е. начальную позицию с соответствующими 
начальными "внутренними возможностями" (очередь хода за 
белыми, король не ходил и г.д.). В логических исчислениях в 
силу нольноонлочннх правил объявляются доказуемыми аксиомы. 

Всякое исчисление работает с объектами некоторого ансамбля 
Ф , называемого рабочей средой исчисления. Все состояния ис- 
числительного процесса лежат в ѵ. Совокупность всех мыслимых 
состояний игры (шахматной, домино) легко погружается в подхо¬ 
дящий ансамбль. Работа исчисления заключается в образовании 
все новых и новых допустимых элементов рабочей среды, или 
допустимых состояний. Принципиальная разница между алгоритми¬ 
ческим процессом и исчислительным процессом лежит в следующем. 
В алгоритмическом процессе каждое возникающее состояние одно¬ 
значно предопределено предшествующим ходом процесса, з исчяс- 
литѳльном же процессе возникающее состояние является все ; ’о 
лишь одним из многих возможных, допускаемых предшествующим 
ходом процесса. Если понятие времени связывать с чередованием 
событий (а собгтиѳ здесь - появление нового состояния), то 
можно сказать, что в алгоритмическом процессе время течет ли¬ 
нейно, а в исчислительном процессе - разветвление. 

Историю появления данного допустимого состояния в исчис¬ 
лительном процессе можно запечатлеть в виде объекта, мыслимо¬ 
го, расположенный в пространстве - вывода. Вывод данного до¬ 
пустимого состояния іх - это дерево, во всех вершинах которого 
находятся какие-то допустимее состояния и всем вершинам по¬ 
ставлены в соответствие правила исчисления так, что 1) в корне 
находится х и В) для всякой вершины ѵ дерева, о ели у - соо- 
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тояние, находящееся в этой вершине, а - все сос¬ 

тояния, находящиеся в тех вершинах, куда идут ребра из ѵ, то 
у получается из у 1 ,...,у к по правилу, сопоставленному с 
вершиной ѵ. (Таким образом, пометки на листьях дерева полу¬ 
чены в силу О-посылочных правил.) Для однопосылочных исчисле¬ 
ний получаемые так выводы оказываются просто цепями. 

Продолжая уточнять наши представления об исчислениях, мы 
обнаруживаем, что конечный список разрешительных правил обра¬ 
зует хотя и важнейшую, но лишь одну из составных частей ис¬ 
числения (он составляет, так сказать, "ядро” исчисления - 
подобно тому, как оператор непосредственной переработки сос¬ 
тавляет "ядро" алгоритма). Второй составной частью служит ин¬ 
струкция о разделении элементов на основные и вспомогательные . 
Наличие этих двух составных частей во всяком исчислении явно 
отмечено в [Цей 64]. Мы будем называть эту инструкцию прави¬ 
лом выделения основных состояний . Необходимость в таком пра¬ 
виле вызвана тем, что нас могут интересовать не все допусти¬ 
мые состояния, а лишь состояния специального вида (они-то и 
называются основными), тогда как другие состояния рассматри¬ 
ваются яить как вспомогательное средство для получения основ¬ 
ных состояний. Роль правила выделения основных состояний для 
исчислений аналогична роли сигнала о получении решения для 
алгоритмов. Наконец, третьей составной частью исчисления яв¬ 
ляется правило извлечения результата , или выходная процедура . 
Эта процедура аналогична выходной процедуре из $ 2. Выходная 
процедура преобразует каждое основное состояние в некоторый 
объект. Результат применения выходной процедуры к произволь¬ 
ному допустимому основному объекту называется результатом , 
или идгапоы исчисления. Про всякий такой объект будем также 
говорить, что он порождается исчислением . Про множество всех 
объектов, порождаемых исчислением, также будем говорить, что 
оно порождается исчислением . Два исчисления эквивалентны, ес¬ 
ли они порождают одно и то же множество. Предполагается, что 
множество, порождаемое исчислением, расположено в некотором 
ансамбле - ансамбле выходов рассматриваемого исчисления. Пояс¬ 
ним все сказанное на двух примерах* 

Шахматный пример. Цель - построение ис¬ 
числения, порождающего всевозможные патовые позиции на шахмат- 
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ной доске, т.ѳ. позиции, возникавшие, когда игра пришла к 
состоянию пата. В качестве разрешительных правил берем прави¬ 
ла шахматной игры. Основными объявляем патовые состояния 
(здесь важно вспомнить, что в состояние включена и очередь 
хода). Выходная процедура - переход от состояния к позиции 
(т.е. отбрасывание всей дополнительной информации). 

Логистический пример. Цель - по¬ 
строение исчисления, порождающего всевозможные доказуемые 
формулы какой-либо фиксированной логистической системы (=фор- 
мальной аксиоматической теории).Пусть Б - алфавит этой системы. 
Мы предполагаем известными обычные правила образования (= по¬ 
строения) и правила преобразования (= вывода), согласно кото¬ 
рым переменные (я), термы (т), формулы (ф) и доказуемые фор¬ 
мулы (д) выделяются среди всех слов в алфавите Б (поскольку 
Б конечен, а количество переменных бесконечно, переменные суть 
некоторые слова, а не просто буквы). Теперь строим наше ис¬ 
числение. Состояния в нем имеют вид <а,ъ> , где а есть одна 
из букв "п", "т", "ф" или "д", а ъ есть слово в Б; все такие 
состояния вкладываются в подходящую рабочую сроду. Основными 
объявляются состояния вида < д,ъ) . Правило извлечения ре¬ 
зультата - переход от <д,ъ> к ъ. Разрешительные правила 
получаются очевидной модификацией упомянутых выше правил обра¬ 
зования и преобразования. Так, правилу, гласящему, что всякая 
переменная есть терм, соответствует однопосылочное правило, 
разрешающее переход от любого состояния вида <п,ъ> к состоя¬ 
нию <т,ъ> с тем же ь, правилу модус поненс соответствует 
двупосылочное правило«разрешающее переход от < д,^) и 

< А, (ъ. -Ь 2 )> к < д, ъ г > . Аксиомам соответствуют нольпосылоч- 
ные правила: для всякой аксиомы ь разрезается "из ничего" 
сконструировать порожденный объект <ц,Ъ> . Правило суперпо¬ 
зиции термов, дающее по термах ■Ь 1 и ± г новый терм и , приводит 
к двупосылочному правилу, разрешающему переход от <т,ч ) и 

< т,ѣ г > к <т, и> . Если среди правил преобразования было, 
скажем, правили подстановки, которое по доказуемой формуле і , 
переменной х и терму -ь дает новую доказуемую формулу г (пред¬ 
ставляющую собою результат подстановки ѣ в I вместо всех сво¬ 
бодных вхождений переменной х ), то в наше исчисление должно 
быть включено трехпосылочное правило, обеспечивающей* эошок- 
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постъ перехода от состояний <д,г > <п»х> <т, г) к сос¬ 

тоянию <д, § >, И так далее. 

Последний из приведенных примеров показывает, что нет не¬ 
обходимости в принудительном отнесении порождаемых объектов 
к тому или иному типу (согласно [Шан 55, § 1]) или к той или 
иной ступени (согласно [Мае 79]): информацию о типе объекта 
можно упрятать внутрь подходящим образом выбранного состояния. 
Так, вместо того, чтобы порождать отдельно термы и отдельно 
(но с помощью термов) формулы, мы совместно порождали объекты 
вида <т,Ъ> и <ф,ъ > . 

Одни из правил, образующих исчисление, задают те или иные 
преобразования (или, короче, являются преобразова¬ 
ниями); таковы правила вывода, правило извлечения результа¬ 
та. Другие правила задают свойства (или, короче, явля¬ 
ются свойствами); таково правило выделения основных сос¬ 
тояний. 

Что можно сказать о природе всех этих правил? В общем слу¬ 
чае, по-видшюму, ничего, кроме того, что они должны быть 
достаточно прост. Аналогично обстоит дело и в случае алгорит¬ 
мов - в общем случае мы ничего не можем оказать о природе 
правила непосредственной переработки или правила окончания. 
Однако для алгоритмов колмогоровского типа, т.ѳ. алгоритмов 
с локальным преобразованием информации, мы можем сказать, что 
первое из этих правил представляет собою локальную операцию, 
а второе - локальное свойство. 

Сходным образом мы подойдем и к исчислениям с локальным 
преобразованием информации. Типичный пример таких исчисле¬ 
ний - ассоциативные исчисления и грамматики математической 
лингвистики (см. добавление к настоящему параграфу, а также 
[Кяи 52, § 71],[Гла 73], [Гла 77 ], [Сто 80]). Большинство 
логических исчислений не являются исчислениями с локальным 
преобразованием информации: правила вывода в них, как прави¬ 
ло, нелокальны (ем. логистический пример).Однако,как и в 
случае алгоритмов, нелокальные шаги можно расщепить на локаль¬ 
ные, т.е.,по существу, заменить одно исчисление (нелокальное) 
иа другое (локальное), эквивалентное исходному. Общий вид 
исчисления с локальным преобразованием информации (или исчис¬ 
ления колмогоровского типа) легко получается конструкцией по- 
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рождающей модели, аналогичном машинам Колмогорова. Сейчас мы 
к этому и перейдем. 

Итак, даем определение понятия исчисления с локальным 
преобразованием информации , или, другими словами, исчисления 
колмогоровского типа . Рабочей средой будем считать некоторый 
ансамбль (Б,к)-комплексов или колмогоровских Б-комплексов. От 
выходной процедуры мы требуем, чтобы она представляла собой 
локальную операцию (см. § 2 ), от правила наделения основных 
состояний - чтобы оно было локальным свойством. Каждое из раз¬ 
решительных правил должно быть локальным действием в смысле 
§ 0 . 

Отдельного рассмотрения требует случай О-посылочных раз¬ 
решительных правил - правил "вывода из ничего". Дело в том, 
что локальные действия могут применяться к комплексам, а то 
"ничто", к которому "применяется" 0-посылочное правило, не 
есть комплекс. Мы будем считать, что каждое 0-посылочное пра¬ 
вило объявляет допустимым (-"разрешает вывести из ничего”) 
некоторый фиксированный комплекс. Таким образом, допустимое! 
в силу О-посылочных правил будут лишь конечное число комплек¬ 
сов (не больше, чем имеется О-посылочных правил), 

В случае к-посылочного правила при к >1 разрешительное 
правило, как уже отмечалось, должно представлять собой локаль¬ 
ное действие (в смысле 5 4); надо только (при к >4) кортеж 
комплексов а , а^. , к которому применяется правило, спер¬ 
ва представить в виде одного комплекса (нового, "более бога¬ 
того” ансамбля - как это указано в § 0). 

Простое, но существенное замечание: каждый ансамбль поро¬ 
ждается некоторым исчислением (а значит и исчислением колмо¬ 
горовского типа). 

С помощью общаго понятия исчисления можно глубже осмыслить 
многие фундаментальные понятия и результаты математической 
логики. В частности, знаменитая теорема Гёделя о полноте ут¬ 
верждает, что все исттоше формулы логики предикатов первого 
поредка, т.6, все законы элементарной логики предикатов, мо¬ 
гут быть порождены некоторым начислением; именно в этом - 
суть теоремы. С чисто математической точки зрения, конкретное 
указание такого обладающего "свойством полноты” исчисления 
имеет уже второстепенное значение (удовлетворяющих усдогию 
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теоремы полных исчислений ? бесконечное количество). (Ѳ точки 

зрения истории науки представляет интерес тот факт, что полное 
исчисление предикатов было угадано логиками за несколько деся¬ 
тилетий до теоремы Гёделя.) Другая знаменитая теорема Гёделя - 
теорема о неполноте - утверждает, что множество всех истинных 
формул арифметики (а значит,и множество всех общезначимых 
формул логики предикатов второго порядка) не может быть поро¬ 


ждено никаким исчислением. 

На базе понятия исчисления по существу можно изложить всю 
(по крайней мере, дескриптивную) теорию алгоритмов - см, [Цей 
64]. 


Исчисления со входом 


В заключение параграфа - об исчислениях со входом. Каждое 


исчисление можно рассматривать не только ках инструмент для 
образования некоторого множества - а именно, порождаемого 
множества, но и как инструмент для преобразования одних мно¬ 
жеств в другие. Пусть, в самом деле, дано исчисление <& с ра¬ 
бочей средой да , множеством основных объектов Тс да и порождае¬ 
мым множеством Р, лежащим в некотором ансамбле У. Фиксируем 
некоторый ансамбль х - ансамбль входов - и некоторую входную 
процедуру а , преобразующую элементы х в элементы да (в слу¬ 
чае исчислений с локальным преобразованием информации от про¬ 
цедуры ос требуется, чтобы она была локальной операцией). 
Рассмотрим теперь произвольное подмножество дсх и соответ¬ 
ствующее <х(А)с да . Объявим все элементы из а (а) допустимыми - 
с тем, чтобы эти новые допустимые элементы включились в ин¬ 
дуктивный процесс образования допустимых элементов. Шаг индук¬ 
ции, таким образом, не меняется, но меняется начало индукции: 
допустимыми объявляются не только результаты применения ноль- 
посыдочных правил, но и все элементы из а( а) . Новое, расши¬ 
ренное множество допустимых объектов обозначим через $ д . 

К элементам пересечения $ д лт применяем правило извлечения 
результата, и подучаем множество р д эр. Подобная ситуаций 
имеет место, в частности, когда к формальной аксиоматической 
теории добавляются аксиомы (А), которые преобразуются этой 
теорией в расширенное множество теорем р д ; способ ввода а 
здесь - тождественное преобразование. 

Описанная только что процедура задает некоторую операцию, 
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приводящую от А кр. ; это Р А естественно обозначить символом 
«С (А). В этом последнем обозначении в значение символа вклю¬ 
чена и информация о процедуре ввода а; так понимаемое X 
называется исчислением со входом. 

Каждое исчисление со входом задает, таким образом, 
свою исчи длительную операцию : А -*<С (А) . Оказывается, что 
класс исчислителышх операций совпадает с классом зычислишх 
операций (см, ниже § 13), 

Посредством исчислений со входом можно также задавать би¬ 
нарные отношения. Именно,, исчисление ««С задает отношение 

н <х, у) |<&({х})Эу) 

Всякое заданное таким образом множество пар может быть порож¬ 
дено некоторым исчислением. 

ДОБАВЛЕНИЕ К § 3. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ПРИМЕРЫ 

Понятие исчисления имеет глубокие связи с алгеброй. Мы 
обозначим сейчас три линии таких связей. 

Во-первых, аксиомы, задающие тот или иной ввд алгебраи¬ 
ческих систем (полугрупп, колец, упорядоченных групп и т.д.), 
записаны, как правило, на узком (= элементарном, 1-го поряд¬ 
ка) языке логики предикатов. Этим аксиомы алгебры отличаются 
от аксиом топологии, формулирующихся в языке теории множеств 
или в предикатной логике высших типов. Поэтому, в силу теоре¬ 
мы Гёделя о полноте, множество всех элементарных (т.е. запи¬ 
санных на том же элементарном языке) следствий тех или иных 
алгебраических аксиом (скажем, аксиом теории групп) может 
быть получено как множество, порожденное исчислением предика¬ 
тов, - если последнее понимать как исчисление со входом и на 
вход подавать как раз рассматриваемые аксиомы (здесь "след¬ 
ствие аксиом теории групп" понимается как утверждение, верное 

во всех группах). 

Во-вторых, некоторые исчисления, исторически возникшие вне 
связи с алгеброй, а именно формулируемые ниже ассоциативные 
исчисления Туэ, имеют ясное алгебраическое содержание. (Как 
мы увидим, всякое ассоциативное исчисление в алфавита Б задает 
на множестве слов алфавита Б - рассматриваемом к$к полугруп¬ 
па - некоторую конгруэнцию.) 

Наконец, в-третьих, для некоторых конечнопоровденнкх ал- 
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гебраических систем (а именно» для всех систем, задаваемых 
квазитождествами , см, ниже) удается непосредственно построить 
очень простое исчисление, позволяющее подучать все следствия 
из квазитождеств (в частных случаях - из тождеств, из ра¬ 
венств), задающих рассматриваемую систему. (Здесь "следствие" 
понимается как утверждение, верное во всех алгебраических 
системах данного вида, имеющих данное множество образующих, 
и поэтому тѳорецу Гёделя автоматическим образом применить не 
удается.) 

Далее мы не будем касаться намеченной выше первой линии, 
развитием которой является большая область математической ло¬ 
гики - теория моделей, а сосредоточимся на второй и третьей. 
Начнем мы с начислений Туэ, приведших их открывателя к поста¬ 
новке алгоритмических проблем алгебры, о которых пойдет речь 
в ч. П, § 4. Туэ рассматривает конечные ряды знаков <2еісЬеп- 
геіЬеп ) , молчаливо предполагая, что они непусты; в дальней¬ 

шем это ограничительное предположение было отброшено. Мотиви¬ 
ровки рассмотрений Туэ были философские - он интересовался 
способами формальных записей понятий (ВееП^еп) и возмож¬ 
ностью комбинаторных.преобразований одних понятий в другие, 
эквивалентные (см. [Туэ 10]). Мы изложим построения Туэ, поль¬ 
зуясь вместо термина "ряд знаков" современным термином "слово 
в алфавите Б". Туэ начинает с того, что выписывает два корте¬ 
жа непустых слова и в, состоящие, соответственно, из слов 
А 1 Ад и в 1 ,..,, Вд , Два слова іі и ѵ в алфавите Б на¬ 

зываются эквивалентными (относительно пары а , в ), если для 
некоторого гп >і существует такая последовательность слов 

чтоС.,= У,С т = V и для кацдого і=1 ,..., т-1 
найдется такое 3 е $»..., п), чтоС і+1 подучается изза¬ 
меной некоторого вхождения на или заменой некоторого 
вхождения в. на А^. Проницательный читатель, конечно, уже 
сообразил, что Туэ изобрел исчисления некоторого специального 
веда со входом. Правило исчисления; 

если ц допустимое слово и при некотором 4 е {1,..»,а} 
слово ѵ получается из ті заменой какого-то вхождения 
А, на в. щи Вдна а^ , то ѵ допустимое. 

Итак, в исчислении одно однопосылочное правило, хотя это пра¬ 
вило можно было бы разбить на несколько, введя свое правило 
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замены для каждого отдельного о. Остается разобраться, что 
здесь будет рабочей средой, основными состояниями и выходной 
процедурой. Рабочая среда проста - это ансамбль Б-слов, все 
состояния основные,выходная процедура, как и во всех алгебра¬ 
ических примерах, которые мы будем рассматривать, тривиальна, 
она не меняет объекта. 

Так задаваемые исчисления называются теперь ассоциативны¬ 
ми исчислениями (сам Туэ не употреблял этого термина), а оп¬ 
ределенная вше эквивалентность называется эквивалентностью 
э заданном ассоциативном исчислении (см. [Наг 77а]). Это от¬ 
ношение эквивалентности является конгруэнцией на полугруппе 
Б-слов, т.е. выдерживает умножение справа и слева на элементы 
этой полугруппы. Факторполугрупла по этому отношению называет¬ 
ся полугруппой, заданной системой образующих Б и системой оп¬ 
ределяющих соотношений А •= , 3=1 ,..., т . Замечательный и 

простой факт состоит в следующем. В этой полугруппе равны 
только такие произведения образующих, которые равны во всех 
полугруппах, в которых выполнены соотношения А^= в^, 3=1,... 
..., т. Более того, получившаяся конгруэнция на полугруппе 
Б-слов может быть порождена весьма простым исчислением. Выпи¬ 
шем исчисление, стремясь породить множество, состоящее из 
всех тех равенств и=ѵ , для которых Ц и ѵ конгруэнтны. Пра¬ 
вила: 

1. ц = ц - допустимо для любого Ц € в* 

2. если іьѵ допустимо и Ц'=Ѵ' при некотором 3 е {1,... 
...,ю} получается из іьѵ заменой некоторого вхождения 
А^ на или в^ нс. А^, то V = V- допустимо. 

Остальные компоненты исчисления восстанавливаются без труда. 

В дальнейшем конструкция Т|уэ обобщалась в двух направле¬ 
ниях. Первое направление начинается с отказа от симметричности 
исчисления, т.е. в переходе к исчислению со входом с прави¬ 
лом: 

если ц допустимое слово и при некотором 3* {"1» ••*» и) 

слово ѵ получается из Ц заменой какого-то вхождения А^ 

на в^, то V допустимое. 

Все остальное, как в системах Туэ. Получаются так называемые 
полу системы Туэ, введенные в [Пост 47], частным случаем кото¬ 
рое являются системы Т^э. Затем было введено разделение алфа- 
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вита В на множество основных и вспомогательных символов, и 
основными считались только состояния, являющиеся словами в 
алфавите основных символов* Если к тоцу же перейти к рассмот¬ 
рению исчислений без входа, но зато, дополнительно, с одним 
нельпосылочным правилом, то получится определение грамматик 
(см.[ Гла 73], [Сто 80])» 

Второе направление - это обобщение ситуации на болѳѳ ши¬ 
рокий класс алгебраических систем, чем полугруппы, и на более 
широкий класс соотношений, чем равенства произведений образую¬ 
щих* Но тут нам придется сперва позаботиться о терминологии. 

Алгебраические системы: алгебры 

Естественным источником задач и полем приложений творим 
алгоритмов оказывается алгебра. Подробнее об этих задачах и 
приложениях мы будем говорить в ч. П, § 1, сейчас же, толкуя 
об исчислениях, мы объясним, откуда исчисления берутся в ал¬ 
гебре, Начнем с чисто алгебраических определений. Сигнатурой 
называется множество символов, разбитое на два подмножества: 

1) множество функциональных имен, для каждого из которых 
указано натуральное число - валентность (число аргу¬ 
ментов ), 

2) множество предикатных имен, для каждого из которых 
также указана его валентность. 

Имена валентности п называются также п-местными (функциональ¬ 
ными, предикатными) именами. Функциональные имена валентности 
нуль называются также предметными именами. Сигнатуры, если не 

оговорено противное, будем предполагать конечными. 

Алгебраической системой сигнатуры а называется произволь¬ 
ное непустое множество м - носитель алгебраической системы, 
вместе с отображением (называемым интірпретациѳй ), сопостав¬ 
ляющим с элементами сигнатуры их значения (в определяемой ал¬ 
гебраической системе): значением п-местного функционального 
имени служит п-местн&я операция на м (значение предметного 
имени - элемент м), значением п-местного предикатного имени 
служит поместное отношение на м. Если в сигнатуре присутст¬ 
вуют только предикатные и предметные имена, алгебраическая 
система называется реляционной , если только функциональные 
(в том числе предметные) имена, алгебраическая система назы¬ 
вается операционной » Операционные системы называются также 
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алгебрами . 

Замкнутый терм (э.терм) данной сигнатуры а определяется 
так: пусть г есть а-мѳстное функциональное имя иа с, тогда 
при п = о, $ - э.терм, 

при и > о, если - з.термы, то и і(ѣ 1 , ..., 

•ь п ) - э.терм. 

Таким образом, з.термы - это некоторые конструктивные объекты, 
а именно специального вида слова в алфавите функциональных 
имен, двух скобок и запятой. Более естественно представлять 
э.термы в виде 1Б,к)-деревьев, где Б - алфавит функциональных 
имен, к- максимальная валентность функционального имени (см. 

§ 0 ). 

Множество всех э.термов данной сигнатуры а легко превра¬ 
тить в алгебраическую систему этой сигнатуры. Для этого нужно 
значением всякого п-мѳстного функционального имении 2 из а 
объявить: 

при и = о- само і, 

при п>о - отображение, перерабатывающее всякий набор 

значениями всех предикатных имен объявим тождественно ложные 
отношения. Полученную алгебраическую систему на овем свобод¬ 
ной алгебраической системой, порожденной сигнат*г ой с . Таяим 
образом, то, что обычно называется свободной алгеброй сигна¬ 
туры р с образующими &,..*• а 1 , мы называем свободной ал¬ 
геброй, порожденной сигнатурой о в р и {а , ..., а х ) . 

Понятным образом (индуктивно) для всякой сигнатуры а , 
всякого э.терма -ь этой сигнатуры и всякой алгебраической сис¬ 
темы в этой сигнатур! определено значение ь в в. Пусть систе¬ 
ма в такова, что всякий элемент ее носителя является значени¬ 
ем некоторого з.терма сигнатуры а. Тогда в называется алгеб¬ 
раической системой, порожденной сигнатурой о . Таким образом, 
произвольная группа с образующими а 1 ,..., является - в на¬ 
шей терминологии — алгебраической системой, порожденной сигна¬ 
турой {а, а г « , _1 Ь а также сигнатурой {е , а 1 . 

о, ’ 1 } . Всякая алгебраическая система,порождѳнная сигнату¬ 
рой о, является гомоморфным образом свободной алгебраической 
системы ѵ порожденной сигнатурой о . 
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Равенства 

Фиксируем некоторую сигнатуру а. Равенствами сигнатуры 
о будем называть выражения вида 

Ь = ѳ 

где ѣ, г - э.терны сигнатуры о. Замкнутыми атомными Фоомѵла- 
мц (з.а.форцулами) сигнатуры а будем называть равенства 
этой сигнатуры, а также все выражения вида р(* О , 
где р есть п-мѳстное предикатное имя, ъ , ...,ѣ п суть з.тер¬ 
мы сигнатуры о. Пусть задана совокупность равенств 8 и з.а. 
формула у. Будем говорить, что У является (семантическим) 
следствием совокупности 8, если во всякой алгебраической сис¬ 
теме, порожденной сигнатурой а, в которой выполнены все эле¬ 
менты 8, выполнена также и у. Зтметим, что здесь, как и 
дальше, наше понятие следствия расходится со стандартные. При 
стандартном понимании следствие определяется при помощи класса 

всех алгебраических систем данной сигнатуры. Для нас же, 
в данном контексте, важны именно системы, порожден¬ 
ные этой сигнатурой, только они и принимаются в расчет 
при определении следствия. (Впрочем, именно в случае равенств 
наше понятие следствия разнообъемно стандартному, в аналогич¬ 
ной ситуации с квазитождествами дело будет не так.) 

Обозначим через 0(а,8) класс всех алгебраических систем, 
порожденных сигнатурой 'т, в которых выполнены все равенства 
из Б. По определению, в любой алгебраической системе, принад¬ 
лежащей о(а, 5), выполнены также и все следствия из 8. Ока¬ 
зывается, в с(а, 8 ) существует и единственна такая система 
01 ( 0 , 8 ), в которой среди з.а. форму л выполнены только 
следствия из 8 ; все же остальные системы из с(о, 8) являются 
гомоморфными образами 0С(о,3). Система 01(0,8) называется 
алгебраической системой, порожденной сигнатурой о и заданной 
совокупностью равенств 8 . Эта система, в свою очередь, яв¬ 
ляется факторсистемой свободной алгебраической системы, по¬ 
рожденной сигнатурой 0 , по следующему отношению конгруэнции: 
два элемента свободной системы конгруэнтны тогда и только 

тогда, когда равенство между ними является следствием совокуп¬ 
ности Б. 

То, что обычно называют алгеброй сигнатуры р с образую¬ 
щими а 1 ,...,и совокупностью определяющих соотношений 8, 
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мы, з силу данных определений, называем алгеброй, порожденной 
сигнатурой р ы {а .а х }и заданной совокупностью 8. 

Пусть теперь совокупность 8 конечна. Тогда алгебраичес¬ 
кая система, заданная совокупностью 8 , часто называется 
конечноопоеделенной і» мы также будем использовать этот термин. 
В этой ситуации множество всех семантических следствий из 8 
(а значит и соответствующая конгруэнция) может быть порожде¬ 
но исчислением, очень просто получающимся из совокупности 8. 
Правила этого исчисления таковы: 

1 ) допустимо всякое равенство , 

2 ) если равенство ѣ=$ допустимо, а равенство ѵ=и или 
и.=ѵ принадлежит 8 , то равенство, получающееся из ѣ=з 

заменой некоторого вхождения и на ѵ, допустимо. 
Для полного задания исчисления нужно указать рабочую среду, 
правило выделения основных состояний, выходную процедуру. 

В нашем случае все они очевидны: рабочая среда - подходящий 

ансамбль, содержащий все равенства данной сигнатуры, все сос¬ 
тояния основные, выходная процедура оставляет любой объект 
неизменным. 

В описанной ситуации часто используется и другое исчисле¬ 
ние (на этот раз исчисление со входом), связанное с совокуп¬ 
ностью 8. Рабочей средой его является какой-либо ансамбль, 
содержащий множество всех термов сигнатуры ст. Разрешительное 
правило его таково: если равенство и=ѵ или ѵ=и принадлежит 
8 , то в допустимом элементе можно заменить вхождение и на 
ѵ . Легко проверить, что термы и лежат в одном классе 
упомянутой в предыдущем абзаце конгруэнции тогда и только 
тогда, когда принадлежит множеству, получаемому применением 
рассмотренного исчисления к {ѣ.,} . 

Установленные зависимости между понятиями семантического 
следствия и выводимости в некотором исчислении являются ил¬ 
люстрациями как к формулировке, так и к методу доказательства 
теоремы Гёделя о полноте. 

Тождества и квазитождества 

Итак, мы описали, что такое задание алгебраической систе¬ 
мы конечной совокупностью равенств и в чем исчислительный 
смысл такого задания. Однако встречаются ситуации, когда ал¬ 
гебраические системы задаются иначе, скажем, сове пкостью 
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тождеств. Например, свободная группа с двумя образующими, 
т.ѳ. некоторая алгебра, порожденная сигнатурой {е,а,ъ, о," 1 }, 
задается совокупностью тождеств 

(і о у) о и = х о (у о г) 

X О Ѳ = X 

в О X Я X 

X о (х -1 ) в ѳ , (х _1 ) О X = в 

Тождества являются более общим видом соотношений, чем ра¬ 
венства; в них, наряду с предметными именами (в частности, 
символами образующих, если эти символы включены в сигнатуру) 
допускаются и предметные переменные, пробегающие носитель 
алгебраической системы. 

Еще более общий чем тождества вид соотношений возникает, 
когда выполнение некоторого свойства требуется не от всех 
элементов алгебраической системы, а только от удовлетворяющих 
каким-то условиям. Например, некоторая упорядоченная группа 
сигнатуры {е,а,°,~ 1 ,20 может быть задана так: 

1 . тождества группы, выписанные выше, 

2. х г х, 

3. х > у & у 2: г •* х > а, 

4. х>у-»хоаіуо 2 , 

5. а 2 ѳ. 

Пальцеву принадлежит описание широкого класса алгебраических 
систем, для которых конструктивное задание посредством фор¬ 
мул некоторого языка тесно связано со структурой алгебраичес¬ 
кой системы. Более точно, мальцевсхие соотношения (квазктож- 
дества), как мы далее увидим, представляют собой просто иначе 
записанные правила исчисления, позволяющего порождать конгруэн 
цию, определяющую нужную алгебру. 

Сейчас мы, следуя [Маль 61], [Маль 70], дадим соответст¬ 
вующие определения. Пусть фиксирована конечная сигнатура а. 
Выше, говоря о равенствах, мы определили замкнутые (т.е. не 
содержащие переменных) термы и замкнутые атомные формулы. Те¬ 
перь мы введем более широкие классы объектов. Теши обличаются 
от э.тернов только тем, что в их состав могут входить, таким 
же образом, как предметные имена, еде к переменные (специаль¬ 
но подобранные комбинации символов) из некоторого бесконечко- 
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го описка. Атомные Формулы отличаются от з.а.формул тем, что 
в их определении роль з.термов играют термы. Кваэитождеством 
(в заданной сигнатуре а) назовем всякое выражение вида 

До ■* в , 

СбФ 

где Ф-конечное множество атомных форцул, в - атомная форму¬ 
ла. Конкретизацией квазитождества назовем всякий результат 
подстановки каких-нибудь з.термов вместо всех переменных в 
квазитождество. Заметим сразу же, что тождество, т.е. просто 
атомная формула в (в частности, равенство) во всякой алгебраи¬ 
ческой системе эквивалентно квазитождеству х=х «* в. Говорят, 
что квазитоадѳство выполнено в алгебраической системе, если 
в этой системе выполнена каждая его конкретизация. 3.а.форму¬ 
ла ж называется (семантическим) следствием совокупности квази- 
тождеств 8, если во всякой алгебраической системе, порожден¬ 
ной сигнатурой а, в которой выполнены все квазитождества из 
8 , формула У также выполнена. Будем говорить, что алгебраи¬ 
ческая система в задается совокупностью квазитождеств Б . 
если для всякой з.а.формулы истинность ее в в эквивалентна 
тому, что эта формула является следствием совокупности 8. 

В случае, когда 8 состоит из равенств (или эквивалентных им 
квазитождеств), это определение совпадает с данным выше Опре¬ 
делением алгебраической системы, заданной совокупностью ра¬ 
венств. Бели совокупность 8 конечна, то задаваемая ею алгебра¬ 
ическая система называется конечнозаданной . 

Оказывается, для всяхой совокупности квазитождѳетв в су¬ 
ществует и единственна порожденная сигнатурой а алгебраическая 
система 01 ( 0 , 8 ), задаваемая этой совокупностью, причем всякая 
система, порожденная о, в которой выполнены все квазитожде- 
ства из г, является гомоморфным образом системы 0і(о,з) . 

Рассмотрим пример. Пусть совокупность 8 содержит тождест¬ 
ва группы и еде некоторые дополнительные равенства в сигнату¬ 
ре группы с какими-нибудь образующими. Тогда, в обычной тер¬ 
минологии, СЯ(<т,з;) есть группа, заданная (или определенная) 
этими образующими и равенствами. Бели число равенств конечно, 
мы, в соответствии с обычной терминологией, будем называть 
группу кокечноопредеяѳнной. Аналогичная терминология исполь¬ 
зуется для полугрупп, колец и т.п. 
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Пусть теперь совокупность 8 конечна, а сигнатура не содер¬ 
жит предикатных имен, т.е. алгебраические системы являются 
алгебрами. Мы ошшем некоторое исчисление, позволяющее полу¬ 


чать все следствия из 5, и одновременно получим описание 
алгебры, задаваемой совокупностью в. Почти та же конструкция 
годится и в случае любых конечных сигнатур, но мы ее не при¬ 
водим как более громоздкую. 

Вот правила исчисления; в них мы пишем посылки над чер¬ 
той, заключение под чертой и подразумеваем, что всякое пра¬ 
вило начинается словами "для любых термов р,ч,г,з,...": 

Правила, отвечающие определению конгруэнции: 



Ѣ 8 В 

Сщ - 

8 = 1 ? 

За Ь = 8, 8 85 Г 

Ь = г 

4. а а в. и = ѵ ___ 

результат замены в в = влюбого 
вхождения и на ѵ 

Правило, обеспечивающее выполнение кэазитождѳетв из &: 

для всякой конкретизации и 1 = ѵ & ... = ѵ к -♦ и к+1 = 

= ѵ 5с+1 квазатождества из 8 

и, =▼,»■»«, = ѵ к 

Обозначим через ОбсвобІодную алгебру, порожденную сигнату¬ 
рой с. Выписанное вше исчисление задает бинарное отношение 
на Оі: терыы и и ѵ находятся в этом отношении, если равенотво 
на? допустимо. Это отношение, как легко видеть, является 
конгруэнцией, т.е. эквивалентностью, сохраняющейся при опера¬ 
циях иэ о. Факторалгебра алгебры ОС по этой конгруэнции и 
оказывается алгеброй, заданной совокупностью в. 


$ 4. ПРЕДСТАВИТЕЛЬНЫЕ ПОРОВДАЩИЕ МОДЕЛИ 


Открытие здесь состоит в самой возможности предъявить 
класс исчислений одновременно точно очерченный и представи¬ 
тельный, т.е. содержащий исчисление, эквивалентное любому на¬ 
перед заданному исчислению. (Чтобы быть более точными,мы долж¬ 
ны были бы говорить не о представительной, а об х-представн- 
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тельных порождающих моделях. Пусть У- некоторый ансамбль; 
порождающая модель называется У-представительной. если для 
любого исчисления, порождающего подмножество аноамбля У, 
существует исчисление данной модели, порождающее то же под¬ 
множество. ) Понятие порождающей модели возникает таким же об¬ 
разом, как и понятие вычислительной модели. Канонические сис¬ 
темы Поста представляют собой самый ранний пример представи¬ 
тельной модели. Однако канонические системы (см. [Пост 43], 
[Мае 64], [Мин 67, § 12.5 и § 13.2]) являются исчислениями с 
нелокальным преобразованием информации - а противоположность 
нормальным системам Поста (см. [Пост 43], [Марк 54, гл. VI, 

§ 4], [Мае 64], [Мин 67, гл. 13]), которые также образуют 
представительную порождающую модель, но с локальным преобра¬ 
зованием информации. Еще один пример представительной моде¬ 
ли - грамматики (см. [Гла 73], [Сто 80]). Данное в § 3 описа¬ 
ние исчислений колмогоровского типа может также рассматривать¬ 
ся как некоторая представительная порождающая модель (ср. 
сказанное в § 2 о двух аспектах, в которых могут рассматри¬ 
ваться машины Колмогорова). Утверждение о представительности 
точно очерченного класса исчислений (т.ѳ. о представитель¬ 
ности соответствующей порождающей модели) составляет содержа¬ 
ние тезиса Поста для этого класса или для этой модели. Назван¬ 
ный тезис был впервые сформулирован - для нормальных систем - 
в [Пост 43]. Тезис Поста играет ту же роль для исчислений, 
что и тезис Черча для алгоритмов. Он, так же, как и тезис 
Чёрча, может олужить основой для включения дескриптивной тео¬ 
рии алгоритмов и исчислений в обычную теоретико-множественную 
математику (см. [Дей 64]). 

Для исчислений, как и для алгоритмов, можно определить 
понятие Формального задания и указать для каждой порождающей 
модели свой Универсальный Рецепт. Для фиксированной порождаю¬ 
щей модели Универсальный Рецепт позволяет породить все пары, 
образованные формальный заданием некоторого исчисления рас¬ 
сматриваемой модели и произвольным выходом этого исчисления. 
После соответствующей кодировки Универсальный Рецепт превра¬ 
щается в универсальное исчисление (см. ниже § 14). 
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§ 5. ВЫЯСНЕНИЕ СВЯЗЕЙ МЕЖДУ АЛГОРИТМАМИ И ИСЧИСЛЕНИЯМИ 

1) Для каждого алгоритма существует исчисление, порождают 
щѳѳ область определения этого алгоритма. Более того, 2) для 
каждого алгоритма 0^, можно указать исчисление, порождающее 
те и только те пары <х, у> , для которых ОИ(х) = у. С другой 
стороны, 3) для каждого исчисления существует алгоритм, об¬ 
ласть определения которого совпадает с множеством, порождае¬ 
мым исходным исчислением, и 4) каждое исчисление, порождаю¬ 
щее униформное (* функциональное) множество пар <х, у) , мо¬ 
жет быть преобразовано в алгоритм, переводящий каждый х в 
тот у, для которого пара <х,у> порождается исчислением. 
Далее, 5) для каждого алгоритма, распознающего принадлежность 
к какому-либо множеству, расположенному в некотором ансамбле, 
существует исчисление, порождающее это множество. Наконец, 

6) каждое исчисление может быть заменено алгоритмом, резуль¬ 
татами которого служат в точности те объекты, которые порож¬ 
даются исходным исчислением. Более того, 7 ) при условии, что 
такие объекты вообще существуют (т.е. что порождаемое мно¬ 
жество непусто), всегда можно добиться, чтобы областью опре¬ 
деления получающегося алгоритма служил натуральный ряд. 

Нам хотелось бы еще раз подчеркнуть, что понятия алгорит¬ 
ма и исчисления понимаются шторами в самом общем неформаль¬ 
ном смысле. Многие теоремы теории алгоритмов, в частности, 
все теоремы этого параграфа, можно сформулировать и доказать, 
используя только интуитивное понимание, без ссылок на вычис¬ 
лительные или порождающие модели, хотя, конечно, они могут 
быть доказаны и для подходяща вычислительных моделей. Эта 
ситуация в некоторой степени типична: многие теоремы о мно¬ 
жествах или натуральных числах можно сформулировать и дока¬ 
зать без обращения :: каким-либо формальным (в частности, ак¬ 
сиоматическим) понятиям. 

Попытаемся теперь выяснить глубинные причины, приводящее 
к наличию столь жестких связей между алгоритмами и исчисле¬ 
ниями. 

Начнем с того, что понятие алгоритма сводится к понятию 
исчисления. Подчеркнем, ето здесь мы имеем в виду не сведение 
понятия вычислимости к понятиям породимостн или перечисли — 
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моем, а сведение понятия произвольного алгоритмичес¬ 
кого процесса к понятию порождающего процесса. Сведение это 
имеет место в силу следующих соображений. В § 3 объяснялось, 
каким образом исчисление со входом применялось*к множеству 
объектов подходящего ансамбля. Чтобы описать в терминах ис¬ 
числений со входом алгоритм, нужно: применять это исчисление 
к одному входному элементу (а точнее, к одноэлементному вход¬ 
ному множеству), обеспечить детерминированность такого процес¬ 
са, т.ѳ. однозначность каждого следующего шага, обеспечить 
однозначность момента остановки процесса. 

Для исчисления со входом, сопоставляемого таким образом 
с произвольным алгоритмом, оказывается верным следующее: все 
правила этого исчисления однопосылочные, к основному состоя¬ 
нию никакое правило не применимо, ко вспомогательному состоя¬ 
нию применимо не более одного правила ч применение правила 
дает однозначно определенный результат. 

Итак, все алгоритмы могут трактоваться как специального 
вида исчисленья со входом. Заметим здесь же, что так называе¬ 
мые "недетерминированные алгоритмы" также получают естествен¬ 
ную трактовку з терминах исчислений со входом. Именно, неде¬ 
терминированный алгоритм - это исчисление со входомX• для 
которого выполнены все перечисленные выше условия на исчисле¬ 
ние, ставящееся в соответствие алгоритму, со следующим исклю¬ 
чением: ко вспомогательному состоянию может быть применимо 
любое число правил. Фиксируем некоторое основное состояние е 
я рассмотрим тожество {х|е е,С ({*})} . Это тожество называ¬ 
ется множеством, распознававши недетерминированным алгорит¬ 
мом X. 

Таким образом, само понятие алгоритма оказывается возмож¬ 
ным свести к понятию исчисления. Обратное сведение имеет мес¬ 
то лишь в смысле сведения понятия породимого тожества к по¬ 
нятию вычислимой функции. Процесс порождения объектов задан¬ 
ным исчислением разворачивается как бы в ветвящемся времени, 
проблема состоит в том, чтобы перейти от ветвящегося времени 
к последовательному, в ходе которого некоторый бесконеч ный 
алгоритмический процесс последовательно воспроизведет все 
объекты, породите данным исчислением, и только их. Процесс 
этот можно представлять себе как последовательное добавление 
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;і (первоначально пустоцу) списку элементов, относительно ко¬ 
торых ухе установлена их породимооть, некоторых новых элемен¬ 
тов. Этот процесс оказывается возможным в силу конечности 
числа правил всякого исчисления и возможности алгоритмически 
построить по данному правилу и списку посылок список всех 
(а их обязательно конечное число) результатов применения это¬ 
го правила к этим посылкам. Располагая описанием этого про¬ 
цесса, нетрудно сконструировать, например, алгоритм, который 
перерабатывает всякое натуральное число а в п-ый элемент 
списка элементов, породимых рассматриваемым исчислением,ср. 
теорему 7) из перечня в начале настоящего параграфа. 

В силу вышесказанного, тезисы Чёрча и Поста не независимы: 

тезис Чёрча для любой вычислительной модели влечет тезис Пос¬ 
та для некоторой порождающей модели и обратно, тезис Поста 
для любой порождающей модели влечет тезис Чёрча для некоторой 
вычислительной модели. 

$ 6. БРЭИ И МОСТЪ КАК СУЩНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЯ 

и пороидаия 

Каждое реальное вычисление осуществляется 

а) в физическом Времени - имея определенную длительность; 

б) в физическом Пространстве - занимая определенное место. 

Чтобы формализовать наши интуитивные представления о дли¬ 
тельности и месте, мы должны прежде всего фиксировать некото¬ 
рую вычислительную модель. Затем мы должны указать способ из¬ 
мерения длительности вычисления на этой модели и способ изме¬ 
рения места, им занимаемого. Эти мары длительности и места 
суть функции от входа (= исходного данного) вычисления. Они 
называются временем и емкостью . Следуя традиции, мы предпола¬ 
гаем, что значения времени и ёмкости являются натуральными 
числами. 

При определении понятий вычислимой функции и породимого 
множества (см. ниже $ 7), как и для всей основывающейся на 
этих понятиях дескриптивной теории, выбор вычислгтельной мо¬ 
дели не играет существенной роли. Иначе обстоит дело в метри¬ 
ческой теории - при определении сложности вычисления и порож¬ 
дения. Различные модели могут отражать существенно различные 
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Аспекты реальных вычислительных и порождающих процессов и по¬ 
тону приводить к различным временным и ёмкостным функциям. 

В частности, в (абстрактных) машинах той или иной вычислитель¬ 
ной модели могут выделяться входное устройство, служащее для 
считывания входа (= исходного данного) и выходное устройство, 
служащее для постепенного выписывания выхода (= результата). 
Если такие устройства выделены, место, занимаемое входом и 
выходом, обычно не учитывается при определении емкости. Таким 
образом, вычисление, скажем, тождественной функции ‘х •-* х мо¬ 
жет (при разумной организации вычислений) иметь нулевую или 
близкую к нулю емкость. Если же входное и выходное устройства 
не выделены или, даже при их ввделении, размеры входа и выхо¬ 
да учитываются при подсчете емкости, вычисление тождественной 

функции не может иметь емкость меньшую, чем эти размеры. 

Машины Тьюрин га 

Большая часть всех полученных к настоящему времени резуль¬ 
татов о времени и емкости относится к многоленточным машинам 
Тьюринга. 

В понимании того, что такое даже обычная одноленточная 
машина Тьюринга, в литературе наблюдается разнобой. Сам Тью¬ 
ринг в своей эанймѳнитой статье [Тью 36] не дал достаточно 
точного описания своей машины. На это обратил внимание Пост 
в [Пост 47], предложивший овою, уже совершенно строгую, фор¬ 
мулировку машины Тьюринга (не смешивать с машиной Поста, см. 
[Усп 80]). Пост признал, что его формулировка отличалась в 
деталях от (не сформулированного явно) понимания Тьюринга; 
в частности, у машины Тьюринга в формулировке Поста лента бес¬ 
конечна в обе стороны. В [Пост 47, приложение] Пост пишет: 
"Принимая во внимание частые упоминания Тьюрингом начала лен¬ 
ты, а также то, каким способом его универсальная машина совер¬ 
шает движение влево, мы догадываемся, что лента - в отличие 
от нашей ленты - представляет собою односторонне бесконечную 
штуку <а?хаіг> , простирающуюся вправо от начальной клетки." 
Имеются к другие, менее существенные расхождения, присущие 
различным формулировкам. Так, в указанной формулировке Поста 
(она же принята и в монографии [Маль 65]) за один шаг головка 
может либо напечатать один символ, либо сдвинуться на одну 
клетку, но не может совершить оба действия сразу; в форму ли- 



Іровкѳ Клини из [Кли 52, § 67], следующей в этом пункте перво¬ 
начальной формулировке Тьюринга, оба действия (движение и пе-і 
чать) совмещаются в одном шаге, В дальнейшем, говоря об одно¬ 
ленточной машине Тьюринга , мм будем иметь в виду наткну из 
[Кли 52, $ 67], т.ѳ. машину с одной потенциально бесконечной 
в обе стороны лентой и не имеющую входных к выходных устройств; 
исходное данное записывается на этой единственной ленте, и не 
ней же образуется результат. 

Во времена Тьюринга и Поста абстрактные машины были толь¬ 
ко одноленточкыми. Как уже отмечалось, теперь при исследова¬ 
нии сложности вычислений основным объектом являются многолен¬ 
точные машины Тьюринга (см. [Усп 60, $ 14, п. 3], [Хоп Уль 
69, § 6.5 и § 10.2], [Ахо Хоп Уль 74, $ 1.6]). В каждой из 
таких нашим имеется одна или несколько рабочих лент и по одной 
головке для каждой ленты; эти головки могут двигаться в обе 
стороны, читать и писать. Сами же ленты могут быть либо дву¬ 
сторонне бесконечными, как в [Усп 60] и в [Хоп Уль 69, $ 6.5], 

или же бесконечными только вправо, как в [Хоп Уль 69, $ 10.2] 
и в [Ахо Хоп Уль 74]. Кроме того, может иметься, а может и не 
иметься входное устройство в веде входной ленты с читающей 
(только) головкой. Тах, в [Хоп Уль 69, § 10.2] при обсуждении 


емкостной сложности рассматривается машина с входной лентой 
("машина рисунка 10.1 я ), а при обсуждении временной сложнос¬ 
ти - машина без входной ленты ("машина рисунка 10.2"). Голов¬ 
ка на входной ленте жжет иметь разрешенным как двустороннее 
движение (так в [Хоп Уль 69] и в [Ахо Хоп Уль 74]),так и од¬ 
ностороннее (только вправо) движение (так в [Шёнх 80]); в 
последнем случае говорят о безвозвратной входной ленте. Нако¬ 
нец, можно требовать наличия выходной лента, головка на кото¬ 
рой - только пишущая и может двигаться только вправо. 

Вэйду сказанного, следует договориться, что понимается в 
дальнейшем под многоленточной машиной Тьюринга. За исключением 
особо оговоренных случаев, мы принимаем, что многоленточная 
машина Тьюринга имеет бесконечные только вправо рабочие и вы¬ 
ходную лента и входную ленту с двусторонне движущейся голов¬ 
кой. (Таким образом, многоленточная машина Тьюринга с одной 
рабочей лентой - это не то же самое, что одаоленточная машина 


Тьюякга!) 
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Перейдем теперь к изложению некоторых понятий и результат 
тов, относящихся к определенным только что многоленточным ма-1 
шинам Тьюринга. Затем мы обсудим возможность распространения 
этих определений и результатов на другие вычислительные моде¬ 
ли. 

Итак, пусть задана некоторая многоленточная машина Тьюрин¬ 
га. Временем ее работы (на данном входе) называется число ша¬ 
гов, выполняемых машиной до получения результата. Емкостью 
работы машины (на данном входе) называется максимальная дли¬ 
на использованного участка на рабочих лентах (максимум берет¬ 
ся по всем рабочим лентам и по всем моментам вычисления). Ес¬ 
ли вычисление не заканчивается,как время,так и емкость счита¬ 
ются бесконечными. 

Первый же вопрос, возникающий в связи с этими определе¬ 
ниями, таков: существуют ли какие-нибудь связи между време¬ 
нем и емкостью? Эти связи легко найти: ясно, что никакое ко¬ 
роткое вычисление не может использовать слишком большую шут- 
неннюю намять и что никакое закончившееся вычисление с неболь¬ 
шой емкостью и небольшим входом не может быть продолжительным. 
Именно, для любой многоленточной машины Тьюринга, существует 
такое число к, что ёмкость в и время Ф (при работе на любом 
входе) удовлетворяют неравенствам 85 к*Ф и (если 1 есть дли¬ 
на входа и т < ») Ф < кг* 1 . Нетривиальная теорема, связываю¬ 
щая время и ёмкость, такова: для любой функции Ф каждый пре¬ 
дикат (* функция с двумя значениями), вычисляемый на какой- 
нибудь многоленточной машине Тьюринга за время, не превосхо¬ 
дящее Ф(х) іов ф(х) при исходном данном х, может быть вы¬ 
числен на некоторой (возможно, другой)) машине с ёмкостью, 
не превосходящей Ф(х) (см. [Хоп Пауль Вэд 77]). Отметим важ¬ 
ную разницу между этой теоремой и двумя предыдущими оценками: 
оценки связывают время и емкость вычисления на одной и той 
же машине, а теорема говорит лишь, что если время работы не¬ 
которой машины не больше Ф(х) іов Ф(х), то существует другая 
машина, вычисляющая тот же предикат с 'емкостью Ф(х) (хотя, 
быть шкет, и с большим временем)). 

Интересен также вопрос о том, кькиы образом изменение чис¬ 
ла лент влияет на быстродействие машин. Очевидно, что лвбая 
Фу.гкция, вычислимая на к-ленточной машине за время Ф(х) , 
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вычислима и на т-ленточной машине при ш >к за то же время 
(нужно просто не использовать лишние ленты). То же самое мож¬ 
но сказать, конечно, и про емкость. Таким образом, можно ска¬ 
зать, что вычислительная сила машин не убывает с увеличением 
числа лент. Оказывается также, что различия во времени вычис¬ 
ления на машинах с разным числом лент не так уж велики: любая 
функция, вычисляемая на какой-либо многоленточной машине за 
время, не превосходящее т(х) , может быть вычислена на машине 

с одной рабочей лентой за время, не превосходящее с»т(х) г , 
где с - некоторая константа. С емкость» дело обстоит еще про¬ 
ще: всякая функция, вычисляемая на многоленточной машине с 
ёмкостью, не превосходящей 5(х) , может быть вычислена на ма¬ 
шин» с одной рабочей лентой с ёмкостью, не превосходящей 
о«8(х) , где 'о - некоторая константа. 

Время 

Обсудим теперь возможность определения понятий времени и 
ёмкости вычислений для других вычислительных моделей. Начнем 
с (более простого) понятия времени. Процесо вычисления во 
всех известных вычислительных моделях состоит из отдельных 
магов. Самый простой ответ на вопрос о том, что такое время, 
таков: время есть число шагов в процессе вычисления. Такая 
характеристика вычисления была впервые исследована Цейтиным 
(см. [Яновс 59, с. 44-45]). Именно, он рассматривал число 
(нелокальных) шагов работ нормального алгорифма. Исследова¬ 
ния Цѳйтина, доложенные им в ноябре Т956 г. на семинаре 
П.С.Новикова и С.А.Яновской в Московском университете, были 
едва ли не самыми первыми исследованиями по метрической теор- 
рии алгоритмов вообще. 

Соответствует ли число шагов интуитивному понятию длитель¬ 
ности вычисления? С определенной точки зрения - нет. Дейст¬ 
вительно, в практических вычислениях различные шаги имеют 
разную длительность. Кроме того, при теоретических рассмотре¬ 
ниях такой способ измерения времени (как числа шагов) приводит 
к следующему нежелательному эффекту: ш можем перестроить вы¬ 
числение, объединяя некоторые последовательные шаги в один 
махрошаг, и получить "новое” вычисление, которое на самом де¬ 
ле является старым, но имеет меньшее число шагов. Этот эффект 

Используется в так называемой теореме о линейном ускорении, 
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,ем. слѳдущий параграф. Более точно было бы определять время 
как сумму длительностей шагов. Такая точка зрения использует¬ 
ся, например, при изучении вычислительных моделей с нелокаль¬ 
ным преобразованием информации, в частности, машин с произ¬ 
вольным доступом к памяти, см. [Ахо Хоп Уль 74, гл. 1]. В 
случае моделей с локальным преобразованием информации разни¬ 
ца между обоими определениями времени - как числа шагов и 
как суммы их длительностей - не так ух велика: для фиксиро¬ 
ванного алгоритма они, очевидно, совпадает о точностью до ог*^ 
раниченного отделенного от нуля множителя. Именно с этой точ¬ 
ностью и формулируется большинство теорем о времени вычисле¬ 
ния (среди упоминающихся в этом обзоре теорем лишь теорема 
о линейном ускорении, см. $ 7, представляет собой исключение) 
Определив время вычисления для различных вычислительных не¬ 
делей, естественно попытаться сравнить вычисления одной и той 
хе функции на разных вычислительных моделях. (Для машин Тью¬ 
ринга с разным числом лент такое сравнение проводилось вше 
в этом параграфе.) Приведем еще несколько результатов подоб¬ 
ного рода. 

(1) Вс_якая функция, вычислимая на многоленточной машине 
Тьюринга за время, не большее, чем т(х) , может быть вычис¬ 
лена малиной Колмогорова за время, не большее, чем с-т(х) , 
где с - некоторая константа. 

(2) Более того, всякая функция, вычислимая на машине Тын 
ринга с произвольным числом рабочих "лент" произвольной раз¬ 
мерности за время, не превосходящее т(х) , может быть вычис¬ 
лена машиной Колмогорова за время, не превосходящее с-т(х) 
где с - некоторая конотанта. 

(3) Вещая словарная функция, вычислимая на машине Колмо¬ 
горова за время, не превосходящее т(х) , причем т(х) не мень-і 
шѳ длины входа х, может быть вычислена на многоленточной 
машине Тьюринга с одной (одномерной) рабочей лентой за время, 
не превосходящее о»т(х) 2 ' 5 , где о - некоторая константа. 

Результат (3) вытекает, в частности, из, более тонкой 
оценки т(х) г іое-'Т(х) , имеющейся в [Сли 81, гл. 3, § 1, 
п. 3]. 

Результат (2) является усилением (почти тривиального) ре¬ 
зультата (1). Другой результат, близкий к.результату (2),свяУ 
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бывающий майины Тьюринга с алгоритмами колмогоровского тиііа - 
теорема Шёнхагѳ о возможности моделирования в реальное время 
(определение см. в добавлении к настоящему параграфу) всякой 
малины Тьюринга с безвозвратной входной лентой и многомерной 
памятью подходящей малиной Шёнхагѳ , доказан в [Шёнх 80]. Как 
отмечено в [Сли 81, гл. 3, § 1, п. 1], аналогичный результат 
может быть получен и для моделирования машин Тьюринга с без¬ 
возвратной входной лентой и многомерной памятью машинами Кол¬ 
могорова - Успенского. Из результатов работы [ Гри 76 ] вытека¬ 
ет невозможность обратных моделирований. 

Емкость 

Перейдем теперь к обсуждению различных способов определе¬ 
ния емкости вычисления. Ситуация здесь, пожалуй, еще более 
сложная, чем с понятием времени. Но первое решение при опре¬ 
делении емкости принимается однозначно: емкость (данного вы¬ 
числения) - это максимальный размер памяти, используемой при 
вычислении. Это содержательное представление порождает два 
вопроса: 

(1) что нужно считать памятью, используемой в данный мо¬ 
мент вычисления? 

(2) как измерить эту память? что есть ее размер? 

В работах по сложности вычислений встречаются два различ¬ 
ных ответа на первый (более простой) вопрос. Простейший ответ 
состоит в тем, что памятью считается все состояние вычисления. 
Для таких вычислительных моделей, как одноленточные машины 
Тьюринга (без входных и выходных лент) или алгоритмы Колмого¬ 
рова (опять-таки без входных и выходных лент), этот ответ - 
единственно возможный. Однако для реальных вычислений часто 
представляет интерес оценка размера только рабочей памяти. 
Этоцу соображению ооотвѳтствует выделение рабочей памяти, 
входных к выходных лент, как это сделано в приведенном шиле 
определении емкости для многоленточных машин Тьюринга. Если 
вычислительная модель предусматривает такие ленты (или, гипо¬ 
тетически, какие-либо другие устройства ввода и вывода), то 
при вычислении емкости естественно учитывать только рабочую 
память, считая, что только она представляет собою память, 
используемую при вычислении. 

Перейдем теперь ко второму, более сложному вопросу - о 
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способах измерения памяти. № обнаруживаем, что даже в прос¬ 
тейших случаях возникает много разных способов определения 
размера памяти, и трудно решить, какие лучше, какие хуже. 

Эта множественность возможных решений отражает существо дела. 
Проиллюстрируем нашу мысль следующим примером. Предположим, 
что мы хотим определить, что такое размер автоцистерны, и 
колеблемся, на каком из параметров - длине, ширине, высоте 
или вместимости - нам остановиться. Скоро мы обнаруживаем, 
что каждая из этих характеристик существенна в надлежащем 
контексте: высота определяет возможность проезда под мостами, 
длина - возможность развернуться в тупике и т.д. Кажется бо¬ 
лее правильным вообще считать размер не числом, а вектором 
из нескольких компонент, и признать, что любая подгонка его 
под число - искусственна. 

Аналогично нашему автомобильному пример;.'- обстоит дело и 
с вычислительными моделями. Например, для машин Тьюринга с 
одной рабочей лентой неясно, должны ли мы учитывать только 
длину записи на ленте или еще и увеличение объема за счет 
фиксации положения рабочей головки. Явное указание положения 
головки можно осуществить, задав двоичное слово с длиной,рав¬ 
ной примерно логарифму длины слова на ленте; нужно ли прибав¬ 
лять это число к длине записи на ленте? Другая неясность свя¬ 
зана с тем, должен ли объем зависеть от алфавита: одинаков 
ли, наприкэр, размер десятибуквенного слова в двух- и трех¬ 
буквенных алфавитах? Ведь очевидно, что можно "дешевым спосо¬ 
бом” сократить длину хаждого олова в миллионы раз, объявив 
новыми буквами длинные комбинации прежних букв. 

Если мы теперь перейдем к случаю многих лент, то вопросы 
продолжают множиться: нужно ли складывать длины записей на 
лентах или следует умножать максимум длины этих записей на их 
количество, или, может бить, нужно учитывать еще разницу в 
направлениях сдвига головок на лентах от начального положения 
и т.д. При переходе к многомерной памяти возникают еще большие 
неясности, связанные, в частности, с отсутствием естественной 
реализации такой памяти в трехмерном пространстве. В случае 
неориентированных колмогоровских комплексов вопрос об объеме 
физической реализации комплексов изучался в работе [Колм Бар 
65]. За счет несущественного ослабления, результаты из [Колм 
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Бар 65 ] могут быть изложены в следующей наглядной форме. Фик¬ 
сируем некоторый ансамбль колмогоровских комплексов. Предполо¬ 
жим теперь, что вершины комплекса реализуются шарами единич¬ 
ного диаметра, а ребра - гибкими трубками тоже фиксированного 
и притом достаточно малого диаметра. Тогда можно так выбрать 
диаметр труб, что для некоторых положительных действительных 
чисел с и й выполнено следующее: 1) всякий комплекс с п вер¬ 
шинами может быть реализован внутри сферы радиуса сѴ5; 

2) объем любой реализации почти всякого комплекса с а верши¬ 
нами не меньше іпѵп ("печти всякого" означает, что отношение 
количества комплексов с этим свойством к количеству всех 
комплексов с и вершинами стремится к единице при стремлении 
а к бесконечности). 

Из сказанного видно, что разумный выбор способа подсчета 
размера используемой памяти в большинстве случаев - задача, 
не имеющая однозначного решения (а порой, быть может, и вовсе 
неразрешимая). Некоторым утешением может служить тот факт, 
что различные способы определения понятия размера для одного 
класса объектов дают близкие по значениям емкостные функции. 
(Например, для тоголенточных машин с фиксированным числом 
лент все упоминавшиеся способы подсчета размера дают функции, 
связанные отношением ^ .) 

Практически приходится выбирать какую-нибудь одну число¬ 
вую характеристику - например, длину слова (без учета мощности 
алфавита) или число вершин комплекса (без учета числа ребер и 
алфавита разметки) или максимальную длину записей на рабочих 
лентах машины (без учета записей на других лентах и положения 
головок) - в качестве суррогата "истинного размера". Первой 
из таких суррогатных характеристик, встречающихся в литерату¬ 
ре, (хотя и не для какой-либо вычислительной модели, а в не¬ 
сколько иной ситуации) была введённая в [Тра 56] длина отрез¬ 
ка вычислимости функции, заданной рекурсивной схемой; под от¬ 
резком вычислимости понимался отрезок натурального ряда, со¬ 
держащий все те натуральные числа, которые могут встретиться 
в процэосе вычисления функции по заданной схеме при фиксиро¬ 
ванных значениях аргументов. 

Существует ли вообще "истинный размер", или же его поиски 
подобны поискам философского камня? Быть может, имеется боль- 
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рі&я совокупность "истинных размеров” - ко тогда какова она? 
Ответы на эти вопросы неясны. Быть может, полезно было бы на¬ 
чать с попыток ввести понятие абстрактного размера на различ¬ 
ных ансамблях (а возможно, и на их подмножествах). 

Нотаиа 

№ попытаемся сейчас высказать некоторые - далеко не ис¬ 
черпывающие - соображения по этому поводу. Чтобы подчерк¬ 
нуть, что мы пытаемся отразить лишь некоторые аспекты интуи¬ 
тивного понятия размера, вместо слова "размер" будем говорить 
"норма". 3 проводимом ниже построении предполагается, что 
норма определена на всем ансамбле. Это предположение вносит 
довольно существенное ограничение. В самом деле, рассмотрим, 
например, трэхлѳнточные машины Тьюринга с фиксированными ал¬ 
фавитами (рабочим и внутренних состояний). Всевозможные пол¬ 
ные состояния рабочей памяти таких машин легко вкладываются 
в подходящій колмогоровский ансамбль ш и образуют некоторое 
подмножество Е этого ансамбля. Если понимать размер (полного) 
состояния рабочей памяти как максимальную из длин записанных 
на ленте слов, то, очевидно, такая норма естествен¬ 
ным образ.ом определена лишь на в, и всякое ее 
распространение на все да носит довольно искусственный харак¬ 
тер. Однако авторы еще не чувствуют себя готовыми рассматри¬ 
вать нормы, определенные не на всем ансамбле (хотя понимают, 
что это было бы разумно). 

Итак, что же такое ансамбль с нормой, или нормированный 
ансамбль? 

Пусть X- некоторый ансамбль, а а- некоторая всюду оп¬ 
ределенная функция из I в Н • Функция а будет называться 
нормой на х, если оі а обладает следующими свойствами: 

(Ні) Число элементов х, для которых п(х) <т, равно 2 й1 
с точностью до ограниченного отделенного от пуля множителя. 

(Н2) Существует алгоритм, дающий по любому числу т список 
всех элементов ансамбля х, для которых п(х) < т. 

Нормированный ансамбль есть пара <х,п), где х - ансамбль 
а а - норма на х. 

Примеры нормированных ансамблей 

Пусть дан словарный ансамбль (напомним, что в алфавите 
словарного ансамбля должны быть по крайней мере две разные 
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^укьы)* В качестве одной из норм на этом ансамбле можно рас¬ 
сматривать функцию» пропорциональную длине слова; при этом 
коэффициент пропорциональности следует выбрать с таким расче¬ 
том, чтобы выполнялось требование (Н1)« Более точно, пусть 
алфавит Б состоит из к букв, К > 2. Определим функцию п, 
положив 

п(х) * целая часть числа [(длина слова х)* 1ое г &]* 

Легко проверить, что определенная таким образом на ансамбле 
слов алфавита Б функция,действительно будет нормой* 

В § 17 нам понадобится рассматривать как нормированный 
ансамбль* Снабдим его такой нормой: норма числа х равна целой 
части величины 1ое 2 (х + 1) . (Нетрудно проверить, что свой¬ 
ства Н1 и Н2 действительно выполнены*) 


Ограниченно-искажающе отображения и изоморфизмы 
Пусть даны два нормированных ансамбля и <Х 2 ,п 2 ) в 

Мы будем говорить, что отображение -*х г является ограни- 
ч енно-искажашим * если выполнено условие п^СРСа^)) п 1 (х 1 ) 
Взаимнооднозначное соответствие между ансамблям <х,, и 
<Х 2 , П 2 >, осуществляемое (в обе стороны) вычислимыми ограничеп- 
но-искажапцими отображениями, мы будем называть изоморфизмом 
нормированных ансамблей . Нетрудно доказать, что все нормиро¬ 
ванные ансамбли изоморфны в этом смысле. 

Дополнительные требования к нормам 
Ясно, что определение нормы оставляет довольно большой 


произвол и что среди нор* имеются функции, мало отражающие 
наше интуитивное представление о размере. Поэтому может ока¬ 
заться осмысленным рассматривать не все нормы, а лишь те, ко¬ 
торые обладают некоторыми дополнительными свойствами. Мы сей¬ 
час приведем несколько примеров дополнительных свойств, кото¬ 
рые, йить может, имеет смысл требовать от нормы на ансамбле 


(Б, к)-комплексов или колмогоровских комплексов, 

ОШ Непрерывность: применение одного локального действия 
должно увеличивать норму комплекса не более чем на фиксирован¬ 
ное число, зависящее от операции, но не от комплекса. 

(Д2) Связь с числом вершин: число вершин комплекса не дол¬ 
жно превосходить нормы, умноженной на некоторую константу, 
не зависящую от комплексе. 
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Существуют нормы, удовлетворяющие требованиям ДІ к Д2. 

Для построения такой нормы достаточно выбрать подходящее ини¬ 
циальное (однопосылочное) исчисление, расположить все комплект 
сы в порядке возрастания минимального числа шагов, необходи¬ 
мого для их порождения (ер, со сложностью порождения, ом, 
конец настоящего параграфа), и считать нормой комплекса лога¬ 
рифм его порядкового номера. 

Нетрудно доказать, что если норма на колмогоровских комп¬ 
лексах удовлетворяет требованиям ДІ и Д2, то норма слов (рас¬ 
сматриваемых как частный случай комплексов) отличается от их 
длины не более чем на мультипликативную константу, и норма 
колмогоровского комплекса (с точностью до ограниченного отде¬ 
ленного от нуля множителя) находится между числом вершин и 
квадратом числа вершин. (Более тонкий анализ, использующий 

результаты [Колм Бар 65], позволяет заменить квадрат числа 
вершин на число вершин в степени полтора.) 

Сложности порождения 

Подобно соответствующим понятиям для алгоритмов, поілтия 
времени и емкости (порождения) можно пытаться определять и 
для исчислений - считая (для одкопосыяочных исчислений), что 
время порождения (при фиксированном выводе) есть число шагов 
вывода, а ѳмкооть - максимальный размер встречающихся в этом 
выводе объектов (см. [Гла 73, гл. 2 и гл. 7]). Можно считать, 
что числовые значения времени и емкости сами порождаются в 
ходе вывода. Дополнительные эффекты возникают из-за того, 
что может быть несколько способов порождения одного и того 
же объекта. За сложность естественно принять минимум по всем 
способам порождения. 

Эффективные алгоритмы 

Наконец, важную область теории сложности образует построе¬ 
ние конкретных эффективных алгоритмов для решения частных 


задач и доказательства того, что эти алгоритмы имеют заданную 

оценку сложности (т.е. действительно эффективны). Эта область 
относится к прикладной теоріи алгоритмов (см; ч. П, § 8). 


ДОБАВЛЕНИЕ К § 6. МОДЕЛИРОВАНИЕ В РЕАЛЬНОЕ ВРЕМЯ 
Приведем определение моделирования в реальное время - в 
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Той форме, как это определение приведено в [Шёнх 80]. Наряду 
с машинами Шёнхаге, описанными в 5 2, будем рассматривать 
машины Тьюринга с многомерной памятью. Предполагается, что 
каждая такая машина имеет входную и выходную (одномерные) 
ленты, движение головок по этим лентам - односторон¬ 
не е , со входной ленты возможно только чтение, на выход¬ 
ную - только запись. Рабочая память может содержать произволь¬ 
ное фиксированное число массивов фиксированной размерности 
(лент, плоскостей и т.д.), головки по этим массивам способны 
передвигаться за один шаг на одну клзтку в любом направлении. 
Во всяком вычислении такой машины Тьюринга, так же как и во 
всяком вычислении машины Шёнхаге, выделяются моменты сдвиге 
входной ленты и моменты печати (очередного символа на выходную 
ленту). Пусть теперь 01 и Л - две машины со входшш и выход¬ 
ным алфавитом {0,1 }, каждая из которых может быть машиной 
Тьюринга с іяогомерной памятью и безвозвратной входной лен¬ 
той или машиной Шёнхаге (напомним, что и ее входная лента 
безвозвратна). Будем, в соответствии с [Шёнх 80], говорить, 
что машина Оі в реальное время моделирует машину Л , если 
выполнено следующее. Для всякого исходного данного х, на ко¬ 
тором Л кончает работу, пусть * 0 <*.,<.. .< * р такая последо¬ 
вательность моментов времени, что -ь 0 в о, -ь - момент оконча¬ 
ния работы машины, а - все моменты времени, в 

которые машина Л производила сдвиг входной ленты или запись 
на выходную. Тогда должны существовать такие моменты времени 
т 0 < т 1 < ...сх.что т о = о, т р - момент окончания работы ма¬ 
шины ОЬ с арг^іентом х и при всяком 1= 1,2,...,р : 

1) при вычислении с исходным данным х часть этого х, 
прочитанная машиной ОЬ к моменту т, , совпадает с частью, 
прочитанной машиной Л к моменту ; 

2) при вычислении с исходным данным х часть результата, 
напечатанная машиной ОС. к моменту , совпадает с частью 
результата, напечатанного машиной Л к моменту ѣ. ; 

3) для некоторого о, зависящего от 01 и Л , но не от х, 
имеет место 

т і ~ т і-і - ~ 4-1)• 

Из этих условий очевидно следует, что машина ОС вычисля¬ 
ет ту же функцию, что и машина Л , или некоторое продолжение 
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этой функции ; при этом время вычисления для машины 01 не пре¬ 
восходит времени вычисления 3», умноженного на константу с. 

§ 7 . ВЫЧИСЛИМЫЕ ФУНКЦИИ И ПОРОДИШЕ ШШЕСТВА; 
ПЕРЕЧИСЛИМЫЕ МНОЖЕСТВА; РАЗРЕШИМЫЕ МНОЖЕСТВА 


Вычислимая функция - это функция, которая вычисляется ка¬ 
ким-либо алгоритмом. Слово "вычисляется" понимается, согласно 
§ 1, следующим образом: при применении к какому-нибудь входу 
вычисляющий алгоритм должен не только давать результат, совпа¬ 
дающий со значением функции на этом входе, коль скоро тахое 
значение существует, ко и не давать никакого результата вооб¬ 
ще, коль скоро функция не определена на данном входе. Пусть 
А и в - подмножества соответствующих ансамблей; посредством 
Сош(а, в) будет обозначаться класс всех вычислимых функций 
из А в в . Таким образоы, Сош(а, в) с У(а,в). Для произволь¬ 
ных ансамблей х, у их- У-представительной модели можно, 
конечно, формально определить Сот(х, У) как класс всех функ¬ 
ций из ?(х, х), вычислимых на этой модели. 

Порошмое множество - это множество, которое порождается 
каким-либо исчислением (опять-таки в том смысле, что порожда¬ 
ются все элементы множества и не порождается ничего лишнего). 

Каждый ансамбль породим. Понятие породилого множества <ве°е- 
гаъіе бѳі;) ввел и изучал - в качестве фундаментального поня¬ 
тия логики и математики - Пост (см. [Пост 44]); он, впрочем, 
пользовался термином "порожденное множество" Чеепегаьеа. зеі;> . 


Пусть а - подмножество некоторого ансамбля. Класс 
всех породимте подмножеств множества А обозначается Оеп(А) . 
Таким образом, Оеп(А) с 2 А . Для каждой Х-прѳдставитѳльной по¬ 
рождающие модели класс Оеп(х) можно определить формально 
как класс всех тожеств из 2 Т , которые могут быть порождены 
на этой модели. 

Множество называется разрешимым , или распознав«««я** - если 
оно содержится в некотором ансамбле и для него существует раз¬ 
решающий алгоритм. Алгоритм ОС называется разрешающим алгорит¬ 
мом для подмножества А ансамбля х, если множество допустимое 
входов для (X совпадает с X и (X отвечает на все вопросы вида 
"при н ад л е ж ит ли х ех множеству а?" Проблема отыскания такого 
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алгоритма называется проблемой разрешения для А(сы. ч. ДХ, 

§ -I). Таким образом, множество разрешимо тогда и только тог¬ 
да, когда его проблема разрешения решима (т.е. может быть ре-* 
шѳна, имеет решение). 

Раоснотрениѳ понятий породимого и разрешимого множества 
.способствует значительному прояснению центральных понятий и 
результатов математической логики. Так, важнейшее требование, 
предъявляемое к любой разумной формализации понятия доказа¬ 
тельства, состоит в том, чтобы множество всех доказательств 
данной логистической системы было разрешимым множеством. Тѳорр- 

мы Гёделя о полноте и неполноте утверждают, по существу, по- 
родимость одного множества формул и нешродимость другого. 

Понятия вычислимой функции, породимого и разрешимого мной 
жества тесно связаны друг с другой. Одну из главных таких 
связей выражает критерий разрешимости множества: множество 
А , расположенное в ансамбле ѵ, разрешимо тогда и только тог¬ 
да, когда Аеееп(ѵг) и Ш \Аебеп(») . Очевидно, что разреши¬ 
мость множества эквивалентна также вычислимости его характе¬ 
ристической функции. Другие связи являются простыми следст¬ 
виями указанных в § 5 соотношений между алгоритмами и исчис¬ 
лениями. Так, функция вычислима тогда и только тогда, когда 
она, рассматриваемая как множество пар, породама. Поэтому по- 
родимоеть может быть использована для определения понятия вы¬ 
числимой функции. Замечательный исторический факт состоит в 
том, что так и обстояло дело с первоначальными определениями 
этого понятия: первые (хронологически) два варианта формаль¬ 
ного определения понятия вычислимой функции как раз и заклю¬ 
чались в отождествлении (предложенном Чёрчем, см. [Чёрч 36]) 
вычислимых функций с функциями, порождаемыми (как множество 
пар) исчисление» специального щда, а именно, исчислением 








ся без понятия исчисления (так делает» например» Роджерс в 
О’одж 67]). 

Любые два бесконечные породимте множества я и я* изоморф¬ 
ны - существует одно-однозначноѳ вычислимое отображение из я 
на Я'; вычислимость этого отображения влечет вычислимость 
обратного отображения. При таком изоморфизме каждое породимое 
подмножество и соответствует нородимому подмножеству ж*. 

Это соответствие индуцирует очевидное взаимнооднозначное соот¬ 
ветствие между аеп(я) и аѳп(Ж’) . Пусть теперь х изоморфно 
X', а У изоморфно Х'{ согласно этим изоморфизмам, каждая вы¬ 
числимая функция из х в X соответствует вычислимой функции 

из X' в х', так что между Сош(х, X) и Сот(Х', Х') также воз¬ 
никает естественное взаимно однозначное соответствие. Следо¬ 
вательно, при изучении породимъ» множеств и вычислимых функ¬ 
ций можно фиксировать специальные породимте множества я, х и 
X и рассматривать только подмножества я и функции из X в х . 
Часто берется в качестве х и я , а берется в качестве 
X . При таком подходе предметом теории вычислимых функций 
оказывается семейство вычислимых функций типа М 3 -* N (для всех 
в). Каждая функция, принадлежащая у ^ Ы) » называется 
числовой . Изучение вычислимости числовых функций играет цент¬ 
ральную роль в общей теории алгоритмов. Сходньм образом, при 
рассмотрении породимъ» множеств можно ограничиться множества¬ 
ми из в у 2г» ; эти множества также называются числовыми . 

Поразительно, что класс всех вычислимых (в интуитивном 
смысле) числовых функций допускает точное математическое оп¬ 
ределение, и даже много таких определений. А.П.Ероов в [ЕршА 
82а] классифицирует эти определения на алгоритмические, логи¬ 
ческие, функциональные и арифметические и пишет: "Сталкиваясь 
с разнообразными определениями вычислимости, мы обнаруживаем, 

что эти определения не объясняют нам, почему они оказываются 
эквивалентными." 

В § 1 мы, по существу, занимались алгоритмическими опре¬ 
делениями, в $ 8 - займемся функциональным . Каждое, вообще, 
формальное определение выделяет среди всех функций данного 

вида некоторый подкласс - например, среди всех числовых функ¬ 
ций выделяются частичнорекурсивные. Утверждение, что выделен» 
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ный посредством рассматриваемого определения подкласс совпа¬ 
дает с подклассом всех вычислимых функций данного вида, обра¬ 
зует тезис Чёрча (или тезис Чёрча - Тьюринга - Поста - Клики, 
см. § 2) для данного определения. В [Пост 36] Пост назвал ут¬ 
верждение о совпадении двух классов функций (рекурсивных и 
вычислимых) "рабочей гипотезой" и добавил: "В действительнос¬ 
ти работа, проделанная Чёрчем и другими, привела к тому, 
что это совпадение уже переросло стадию рабочей гипотезы. 
Однако замаскировать это совпадение, включив его в определе¬ 
ние, значило бы скрыть факт фундаментального открытия, касаю¬ 
щегося ограниченности способности Нолю Варіеш к математиза¬ 
ции, и заслонить от нас необходимость постоянной проверки это¬ 
го совпадения." 

Перечислимое множество - это либо множество значений всю¬ 
ду определенной вычислимой функции натурального аргумента, 
либо пустое множество. В силу утверждения 7) из § 5, каждое 

породимоѳ множество перечислимо. Таким образом, обе теоремы 
Гёделя, отмеченные выше, можно сформулировать в терминах пе¬ 
речислимости и нѳперечислимости соответствующих множеств. По 

причинам, отмеченным выше, изучение перечислимых число¬ 
вых множеств представляет специальный интерес. 

Рассмотрим теперь метрические аспекты введенных в данном 
параграфе понятий..Все вычислимые функции можно классифициро¬ 
вать по "трудности" их вычисления (а все породимыѳ множества - 
по "трудности" их порождения). Стремление к такой классифика¬ 
ции было одним из основных мотивов введения понятий временной 
и емкостной сложности. Для заданной вычислительной модели и 
заданной "верхней оценки сложности" один класс такой классифи¬ 
кации образуют все функции или предикаты, для которых сущест¬ 
вует алгоритм их вычисления со сложностью, не превосходящей 
данной оценки. В качестве оценок, как правило, рассматривают¬ 
ся функции, зависящие только от длины слова-аргумента; в част¬ 
ности, цитируемые далее теоремы были доказаны именно для та¬ 
ких функций (тем не менее, многие из них справедливы и без 

этого предположения). Мы не видим смысла в том, чтобы заранее 
суживать таким образом класс оценок, см. также § 17. Длину 
слова X в настоящем параграфе мм обозначаем ІСх). 
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Все определения и теоремы этого параграфа относятся к 
времени и емкости вычислений на многоленточных машинах Тью¬ 
ринга, определение которых давалось в § 6. Лишь в самом кон¬ 
це, обсуждая классы іг и Жг, мы упомянем некоторые другие вы¬ 
числительные и порождающие модели. 

Прежде чем сформулировать теоремы о времени и ёмкости вы¬ 
числений, дадим некоторые определения. В качестве верхних 
оценок мы будем по большей части рассматривать конструируемые 
(по емкости или времени) функции. Всюду определенная функция 
2 , аргументы которой - слова данного алфавита, а значения - 
натуральные числа, называется конструируемой по времени , ес¬ 
ли существует многоленточная машина Тьюринга, время вычисле¬ 
ния которой на входе х совпадает с Х(х). Разумеется, анало¬ 
гичное определение можно дать и для любой другой вычислитель¬ 
ной модели, заменив многоленточные машины Тьюринга на машины 
этой модели. Мы определили конструируѳмость по времени так, 
как это сделано в [Ахо Хоп Уль 74, упр. 11.1]. Другое опреде¬ 
ление конструируемости (приводящее к другому, хотя и близкому 
понятию) сформулировано в [Сли 81, гл. 1, $ 1, п. 1]: функции 

называется конструируемой по времени, если время ее вычисле¬ 
ния на любом аргументе не превосходит ее значения на этом ар¬ 
гументе. В [Ахо Хоп Уль 74, § 10.1]определяется также конструи¬ 
руемое ть по ёмкости: всюду определенная функция, аргументы 
которой - слова данного алфавита, а значения - натуральные 
числа, называется конструируемой по ‘емкости , если существует 
машина, емкость вычисления которой на входе х совпадает с 
?(х) . Заметим, что понятие конструируемости по ёмкости ис¬ 
пользует в своем определении понятие емкости вычисления, а 
это последнее имело у нас точное определение только для мно¬ 
голенточных машин Тьюринга. В формулируемых далее теоремах 
будет идти речь о конструируемости функций с натуральными ар¬ 
гументами. Мд предполагаем при этом, что натуральный аргумент 
п подается на вход машины в виде п -буквенного слова в одно¬ 
буквенном алфавите. Таким образом, например, конструируемое»» 
функции Ті&і - N по емкости для вычислительной модели "много¬ 
ленточные машины Тьюринга"- означает, что существует (детерми¬ 
нированная ) машина Тьюринга, входной алфавит которой однобук¬ 
венный, и работа этой машины на входном слове любой длины а, 
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Заканчивается, причем Ф(п) равно максимальной из длин исполь¬ 
зованных участков на рабочих лонгах. 

Как и следовало ожидать, диагональная конструкция позво¬ 
ляет строить сколь угодно сложные вычислимые функции (и даж е 
предикаты). Более точно, для любой всюду определенной вычис¬ 
лимой функции ф из словарного ансамбля I в N найдется такое 
разрешимое множество слов А, что всякая многоленточная маши¬ 
на Тьюринга, распознающая множество А, для всех хе х, кроме 
конечного числа, будет при работе над исходным данным х затра¬ 
чивать время и емкость, превосходящие щх) ({Тра 67, гл. П, 

$ 5, теорема 14]). 

Принципиальная возможность класси фик а ции обеспечивается 
тех называемыми теоремами об иерархии. Теорема об иерархии 
для заданной сложности (времени или емкости) указывает, какое 
уменьшение верхней оценки сложности приводит к уменьшению 
класса функций (или предикатов), вычислимых с такой сложностью 
Первая теорема об иерархии принадлежит Цейтину и касается 
времени работы (числа шагов) нормальных алгоритмов (см. [Якове 
59, с. 45]). Все приводимые ниже теоремы об иерархии относят¬ 
ся к сложности вычислений на многоленточных машинах Тьюринга 
(в частности,под конструируемостью по времени или емкости по¬ 
нимается конструируемость на этой модели), хотя, разумеется, 
аналогичные вопросы могут быть сформулированы и для любой дру¬ 
гой вычислительной модели, как только определены понятия вре¬ 
мени и малости вычислений на этой модели. 

Теорема об иерархии по емкости состоит в следующем (см. 
[Сей 77]). Пусть 8 - некоторая конструируемая по емкости 
Функция и цут^ - произвольная функция, удовлетво¬ 
ряющая условию Хіш —*-= о; тогда существует множество 

п-и* Б (и) 

слов, распознаваемое с емкостью 8(1(х)) и но распоз наваемо е с 
емкостью, ограниченной функцией 8 1 (1(х)). 

Отметим, что любое 

множество, распознаваемое с емкостью о(іое іое і(х)), распоз¬ 
наваемо с нулевой емкостью (см. [Хоп Уль 69, теорема 10.8]). 
Это обстоятельство не противоречит сформулированной только 
что теореме об иерархии, так как не существует неограниче нных 
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конструируемых по емкости функций в, для которых б(х) = 
= 0 (І 06 Іов 1(х).) 


Теорема о временной иерархии выгладит следующим образом. 
Пусть т - некоторая конструируемая по времени функция N -» N 
и т(п) > а. Пусть, далее Т 1 - некоторая функция N -* N. удов¬ 


летворяющая условию 


1ІШ 

П-К» 


уп) 106 Т^р) 

Т(п) 


О. 


Тогда существует множество слов, распознаваемое с временем 
т(і(х) ) и не распознаваемое с временем, ограниченным 
т (і(х)) (см. (рей Фиш Мей 78]).Для многих функций ти у,пред 
ставляющих практический интерес,например, полршомов и экспонент, 
в предыдущей теореме можно заменить іое на іое®, где а - 
произвольное положительное число (см, там же). Неизвестно, 
можно ли это сделать в общем случае. 

"Предел точности" классификации вычислимых функций по 
времени вычислений дает теорема о линейном ускорении (ср. 

[Хоп Уль 69, § 10.3]), которую для рассматриваемых нами много¬ 
ленточных машин Тьюринга с входным и выходньм устройствами 
можно изложить следующим образом. Пусть с - произвольное по¬ 
ложительное число. Бели функция і может быть вычислена за вре¬ 
мя, ограниченное функцией т, то она может быть вычислена и 
за время, ограниченное функцией тгес{сО), (1+с)(1(х) + 1(2(х)))}, 
здесь 1 - длина слова. Первая теорема о линейном ускорении 
(для нормальных алгоритмов) была получена Цейтиным (см^іновс 
59, с, 44], [Цей 71, теорема 2]). 

Потребности практики стимулировали изучение классов функ¬ 
ций, имеющих относительно небольшую сложность вычисления. 

Можно, скажем, рассматривать все функции, вычислимые на много¬ 
ленточных машинах Тьюринга за линейно зависящее от длины вхо¬ 
да время. (Обычно их называют просто "функциями, вычислимыми 
за линейное время"; в аналогичных ситуациях в дальнейшем мы 
также будем опускать слова "от длины входа".) С другой сторо¬ 
ны,время вычисления большинства практически интересных функций 
с помощью известных алгоритмов ограничено не линейной функцией, 
а полиномом.Время вычисления суперпозиции двух таких функций, 


конечно, также ограничено некоторым полиномом; степени таких 
полиномов могут быть произвольными. Таким образом, мы просодии 
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& определению одного из сама важных классов вычислимых функ^ 
ций, а именно, класса Класс содержит те и только те 
(словарные) функции, которое вычислимы за полиномиально огра¬ 
ниченное (от длины входа) время на многоленточных машинах 
Тьюринга. То же обозначение используется для соответствующе¬ 
го класса предикатов (и множеств), см, [ Ахо Хоп Уль 74, 

§ 10.2]. Как мы видели в § б, любая словарная функция из клас¬ 
са ? может быть вычислена на многоленточной машине Тьюринга 
с одной рабочей лентой за время, не превосходящее некоторого 
полинома; поэтому при определении класса §* можно было бы ог¬ 
раничиться только такими машинами. 

№ определили, как это обычно и делается, классдля 
словарных функций. Однако столь же естественно можно ввести 
класс Р для функций из X в X, если X и X - ансамбли колмо¬ 
горовских комплексов (оба - ориентированных или оба - неориен¬ 
тированных). Именно, класс х-х- !Р (для фиксированных хи у) 
образован всеми функциями, вычислимыми х- X-алгоритмами Кол¬ 
могорова за время, не превосходящее полинома от числа вершин 
входного комплекса. Возникающий класс не изменится, если за¬ 
менить в приведенном определении число вершин комплекса на 
норму комплекса - при том условии, что рассматриваемая норма 
обладает свойствами ДІ и Д2 из § 6. Дело в том, что все такие 
нормы полиномиально связаны с числом вершин (не меньше его и 
не больше его квадрата - с точностью до цул синдикативной 
константы). 

Таким образом, мы приходим к определению класса & для 
функций, аргументами и значениями которых служат колмогоров¬ 
ские комплексы. Так как словарные ансамбли естественно вкла¬ 
дываются в подходящие ансамбли колмогоровских комплексов, мы 
подучаем для словарных функций два определения - исходное, в 
терминах жоголентотных машин Тьюринга, и новое, возникающее 
при отождествлении словарных функций с соответствующими функ¬ 
циями на комплексах. Как и следовало ожидать, они оказываются 
эквивалентными. В итоге обозначение іРмы закрепляем за объеди¬ 
нением классов I-I-Р, возникающих при всевозможных ансамб¬ 
лях X к т. 

Важную роль играет также класс тожеств, порождаемых одно- 
посмлочшми исчислениями колмогоровского типа за полиномиально 
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[Нот числа вершин порождаемого элемента) ограниченное число 
шагов. (Без изменения возникающего класса множеств можно за¬ 
менить число вершин на какую-либо норму на ансамбле колмого¬ 
ровских комплексов, удовлетворяющую условиям ДІ и Д2 из $ 6, 
ср. сказанное выше.) Этот класс обозначаетсяТрадицион¬ 
но класс МР определяется для словарных множеств - как класс 
множеств, распознаваемых за полиномиальное время на так назы¬ 
ваемых недетерминированных машинах Тьюринга (отсюда первая 
буква обозначения Л^); см. [Ахо Хоп Уль 74, $ 10.2]. 

Для словарных множеств может быть дано и другое определе¬ 
ние класса УІ ГР, равнообъемное традиционному. Именно, фикси¬ 
руем стандартное вложение данного словарного ансамбля в ан¬ 
самбль неориентированных колмогоровских комплексов и отнесем 
к классу А/Р те словарные множества, которые при этом вложении 
цереходят в подмножества ансамбля колмогоровских комплексов, 
Принадлежащие классуДГ?. Наконец, можно определить класс 
словарных множеств из ЛЛР как состоящий из всех множеств, по¬ 
рождаемых грамматиками Хомского типа 0 за полиномиальное чис¬ 
ло шагов. 

Описывая ситуацию более детально, можно, разумеется, как 
и в случае класса Р , определить сначала класс А\ІР для каждо¬ 
го отдельного ансамбля, а потом взять в качестве У/У 5 объеди¬ 
нение полученных классов. 

С точки зрения "практической", "полиномиальной" теории 
алгоритмов и исчислений, классы Р иМР подобны классам раз¬ 
решимых и породимте множеств. Примеры множеств из класса^ : 

1) произвольный контекстно-свободный язык (см. [Янг 67], 
[Вэл 75]); 

2) (для всякого а) множество пар неизоморфных графов со 
степенями вершин, не превосходящими 4(см. [.Зеы Кор Па 82}); 

3) множество всех систем линейных неравенств с целыми 
коэффициентами, разрешимых в действительных (а следователь¬ 
но, и в рациональных) числах (ом. [Хач 79]). 

Примеры множеств "из класса МР : 

4) множество всех выполнимых формул логики высказываний; 

(в [Усп Сем 61 ]вместо этого примера был указан другой, оши¬ 
бочный); 

2) множество всех пар изоморфных графов; 
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3) множество всех линейных неравенств с целыми коэффици¬ 
ентами, разрешимых в целых числах. 

Мы хотели бы заметить, что многие практически важные проб¬ 
лемы принадлежатЖР(в том смысле, что множество объектов, 

удовлетворяющих условиям проблэмы, является множеством из 
класса ИГР), Ясно, чтоРсМР, Проблема, верно ли, что ? 
является важнейшей нерешенной проблемой. Вопрос о совпадении 

этих классов весьма важен, он имеет следующее содержательное 
истолкование: "относятся ли практически возникающие задачи 
(задачи класса ИГР) к классу реально решаемых (к классу^ )?" 

Вопрос о совпадении классов «Р и И/Р может ставиться от¬ 
дельно для каждого словарного ансамбля и для каждого ансамб¬ 
ля колмогоровских комплексов. Но, как нетрудно видеть, утвер¬ 
дительное или отрицательное решение этого вопроса для любого 
ив словарных ансамблей (алфавит хаждого из них, напомним, со¬ 
держит не менее двух букв) или для любого из таких колмого¬ 
ровских ансамблей, алфавит которых содержит не менее трех 
букв, а число, ограничивающее исходящую степень вершины, так¬ 
же не Меньше трех, влечет за собой его решение (в ту же сто¬ 
рону) и для всех упомянутых ансамблей. 

5 8. ПОНЯТИЕ ^-РЕКУРСИВНОЙ ФУНКЦИИ 

Как сказано в $ 7, изучение класса у Сотф} в , $) является 
важной задачей. Этот класс определяется как класс всех вычис¬ 
лимых числовых функций. Вычислимость здесь понимается в ин¬ 
туитивном омысле на основе неформального математического по¬ 
нятия алгоритма. Можно считать (ел. опять-таки 5 7), что к 
изучению только числовых вычислимых функций сводит¬ 
ся вся дескриптивная теория вычислимых функций. 

Замечательным и неожиданным фактом является то, что класс 
^ СотЩ®, М) может быть описан в чисто функциональных терми¬ 
нах без использования вычислительных или порождающих моделей. 
Это открытие принадлежит Клини. Именно, Клини обнаружил, что 
понятие вычислимой теоретико-числовой функции совпадает по 
объему с введенным им понятием ц-рекурсивной функции (см. 

[Кяя 43}), Употребляя для обозначения клиниѳва понятия термин 
* И-рекурсивный", мы следуем, например, монографиям [Хер 65, 

176 



Рл. 3], [Март 70, § 6]. ц-рекурсивная функция определяется 
как числовая функция, получаемая из некоторого фиксированного 
набора простейших исходных функций с помощью применения (в 
произвольном числе) простейших операций, также выбранных из 
некоторого фиксированного набора (см. [Хер 65, гл. 31, [Маль 
65, § 2], [Усп 60, п. 2.3, п. 2.7 и п. 3.5]). Этюда исходными 
функциями служат константа и функция следования х *■* х+1 ; 

этими операциями являются подстановка (в широком смысле, как 

в [Усп 60, п. 2.3]), примитивная рекурсия и минимизация (на¬ 
зываемая также ц-оператором). Тот факт, что возникающее по¬ 
нятие ( й - рѳкурсивность функции) оказывается эквивалентным 
понятию вычислимости, делает возможным изучение принципиаль¬ 
но новой - с логической точки зрения - концепции вычислимос¬ 
ти стандартными теоретико-множественными и алгебраическими 
методами. 

Конечно, система функций и операций, входящая в определе¬ 
ние м-рекурсивной функции, не является единственно возможной. 
Например, с точки зрения практического программирования ес¬ 
тественно в качестве набора операций взять все операции, за¬ 
даваемые операторными схемами. Наборы простейших функций, 
позволяющие в этой ситуации получить все вычислимые функции, 
построены в [ЕрщА 60]. Естественно возникает задача нахожде¬ 
ния условий, при которых заданная система функций и операций 
позволяет породить весь класс вычислимых функций (и не поро¬ 
дить ничего лишнего). В случае, когда система операций состоит 
из всех операторных схем (другими словами, из всех стандарт¬ 
ных схем программ), эта задача поставлена в [ ЕршА Ляп 67| . 

0 решении ее частного случая см. в [ Неп 72 ], [ Нѳп 72а ]. 

В дальнейшем метод, используемый при определении ц-ре¬ 
курсивных функций, послужил основой для построения ряда иерар¬ 
хий вычислимых функций. Эти иерархии не используют понятия 
сложности вычисления; в них большие классы определяются через 
меньшие классы, фиксированные функции и какие-либо операции, 
так что каждый следующий класс получается путем добавления 
к предыдущему некоторой функции и применения - в том или ином 
числе - некоторых операций. Замечательно, однако, что естест¬ 
венно получаемые при этом классы оказываются тесно связанными 
с классами, возникающими в теории сложности вычислений (см. 
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ГЦуч 70]). 

Если в определении перечислимого множества из § 7 слово 
"вычислимая" заменить на " ^-рекурсивная", получится опреде¬ 
ление рекурсивно-перечислимого подмножества натурального ряда 
^ • с помощью простейшего изоморфизма между N и Н 8 опреде¬ 
ление рекурсивной перечислимости распространяется и на под¬ 
множества И 9 при в г 2. 

$ 9. ВОЗМОЖНОСТЬ АРИФМЕТИЧЕСКОГО И ДАЖЕ ДИОФАНТОВА 
ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ЛЮБОГО ПЕРЕЧИСЛИМОГО ЧИСЛОЮГО 
МНОЖЕСТВА 

Арифметический, или полиномиальный, терм - это выражение, 
полученное при помощи операций сложения и умножения из нату¬ 
ральных чисел и натуральных переменных, т.е. полином с нату¬ 
ральными коэффициентами. Полиномиальное равенство - это равен¬ 
ство ДВУ* полиномиальных термов. Полиномиальное равенство с 
п переменными определяет некоторое п-мѳетноѳ отношение и, 
тем самым, некоторое множество точек в Это отношение и 
это множество называются полиномиальными . Отношения, получаю¬ 
щиеся из полиномиальных отношений применением любого числа 
логических связок и кванторов (соответственно, множества, по¬ 
лучающиеся из полиномиальных множеств операциями объединения, 
пересечения, дополнения и проектирования), называются арифме¬ 
тическими . 

Всякое рекурсивно-перечислимое, а следовательно, и всякое 
перечислимое множество натуральных чисел или кортежей нату¬ 
ральных чиоел фиксированной длины является арифметическим. 

Этот факт является следствием одного предложения Гёделя из его 
статьи [Гёд 31], а именно, предложения 7, утверждающего ариф- 
метичность примитивно-рекурсивных отношений (см. также [Кли 
52, $ 49]). Сейчас ясно, что арифмѳтичность перечислимых мно¬ 
жеств сразу ьедот к неполноте арифметики (ввиду наличия пере¬ 
числимого множества натуральных чисел с неперечислимым допол¬ 
нением, см. ниже $ 10). 

Если при получении вшѳопвсаітыы способом отношения или 
множества из полиномиального отношения или множества исполь¬ 
зуются только кванторы существования или, соответственно, 
маю операции проектирования, такое арифметическое отношение 
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[Йли множество называется диоФантовым (см. [Мат 79], [Мат 79а]). 
В 1953 г. Дейвис в [Дей 53] высказал гипотезу, что всякое пе¬ 
речислимое числовое отношение (соответственно , числовое мно¬ 
жество) является диофантовым. Эта гипотеза подтвердилась. Об 
истории ее доказательства Матиясевич в [Мат 79в] пишет: "В 
1961г.было доказано (см. [Дей Пут Роб 61]) более слабое утвер¬ 
ждение: каждое перечислимое множество является показа- 
тельно-диофантовым множеством, 
т.6, для каждого перечислимого множествасуществуют такие 
выражения Ей Ь, построенные из натуральных чисел и перемен¬ 
ных а , 2 1 .а п с помощью сложения, умножения и возведения 

в степень, что а е](Н.тогда и только тогда, когда покаэатеяь- 
но-диофантово уравнение к-Т- разрешимо относительно г 1 , ... 

..., а . После этого для доказательства гипотезы Дейвиса оста¬ 
лось указать способ, позволяющий преобразовать произвольное 
показательно-диофантово уравнение в некоторое диофантово урав¬ 
нение, имеющее или не имеющее решения одновременно с ним. Бы¬ 
ло доказано ([Роб 52]), что такое преобразование возможно, 
если существует диофантово уравнение 

й(и,ѵ,а 1 ,...,а к ) = О 

обладающее следующими двумя свойствами: 1) в любом решении 
этого уравнения ѵ <и и ; 2) для любого о существует решение, в 
котором ѵ>и° (про такое уравнение говорят, что оно имеет 
экспоненциальный рост). Пример диофанто- 
ва уравнения, имеющего экспоненциальный рост, который впервые 
был построен в [Мат 70], завершил доказательство гипотезы о 

диофантовости перечислимых множеств (полностью доказательство 
гипотезы Дейвиса изложено в [Мат 72], [Манин 73]). Обратное 
утверждение о перечислимости диофантовых множеств доказывает¬ 
ся легко. Таким образом, класс перечислимое множеств совпада¬ 
ет с классом диофантовых множеств." 

Теорема о диофантовости перечислимое множеств служит не 
только усилением результата об их арифмѳтнчности, но одновре¬ 
менно и следующего результата: любое перечислимое тожество, 
расположенное в ^ , можно представить как проекцию разреши¬ 
мого (это разрешимое множество можно брать размерностью на 

единицу больше» т.е. из числа подмножеств {^ +1 ; в случае по¬ 
линомиального множества, подлежащего проектированию, доста- 
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*очно повышения размерности на 9, см.[ Мат 77], [Мат 77а]). 

Из теоремы о диофантовости перечислимых множеств легко 
получается еще одно замечательное представление для множеств 
этого класса (см. [Дей Мат Роб 76]): всякое перечислимое 
множество натуральных чисел можно представить как множество 
всех неотрицательных значений подходящего многочлена с целыми 
коэффициентами, переменные которого пробегают натуральный 
ряд. 

Арифметичность, а тем более диофантовость любого породи- 
мого множества натуральных чисел демонстрирует особую роль 
операций сложения и умножения в математике (ср. с теоремой 
Тенненбаума в части С, $ 5). 

§ 10. ПОСТРОЕНИЕ НЕРАЗРЕШИМОГО П0Р0ДИМ0Г0 МНОЖЕСТВА 

Такое множество может быть построено в произвольном ан¬ 
самбле х . Философская значимость результата состоит в выяс¬ 
нении соотношения между породимостью и разрешимостью, а имен¬ 
но, в установлении существования исчисления, для которого ни¬ 
каким алгоритмом нельзя определить, будет ли произвольный 
элемент из X когда-либо порожден. Практическая значимость вы¬ 
текает из того феномена, что все естественно возникающие в 
математической практике проблемы разрешения (т.е. проблемы 
построения разрешающих алгоритмов) суть проблемы разрешения 
для породимых множеств (разумеется, в самой теории алгоритмов 
и исчислений, а также в математической логике, встречаются 
проблем) разрешения и иного, высшего, рода). Указанный фено¬ 
мен частично объясняется,если обратить внимание на следующее 
свойство тех множеств, для которое математическая практика 
ставит вопрос об их разрешимости: х тогда и только тогда при¬ 
надлежит множеству, когда существует я , связанное с этим х 
заранее заданным вычислим») отношением; ясно, что всякое та¬ 
кое множество породило. Пусть, например, х - диофантово урав¬ 
нение, а я - его решение в натуральных числах; очевидно, я 
связано с х вычислима) отношением (по парѳ<х,я > сложно вычис¬ 
лить, является я рѳшѳниеы для х или нет); поэтому множество 
всех диофантовых уравнений, разрешимых в натуральных числах, 
породило (но - см. 5 9 - неразрешимо). Другой пример: х - ра- 
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венство двух термов в сигнатуре группы, а ш - вывод этого 
равенства в соответствующем исчислении из добавления к § 3; 
поскольку по паре (х,да ) мы можем вычислить, является ли \ѵ 
выводом для-х или нет, множество всех равенств, верных в рас¬ 
сматриваемой конечноопределенной группе,породимо (разрешимо 
оно или нет - зависит от группы, см. ч. П, § I). 

Существование неразрешимого породимого множества, или, 
что то же самое, породимого (= перечислимого) множества с не- 
породимым (= неперечислимым) дополнением, равносильно сущест¬ 
вованию вычислимой функции, не продолжаемой до вычислимой же 
всюду (т.е. на х ) определенной функции, И такое множество, 
и такая функция чрезвычайно просто строятся диагональным ме¬ 
тодом (см., например, [Коли 54]). 

Итак, процедура порождения множества Р ех может не сопро¬ 
вождаться процедурой разрешения. Бели же существует опреде¬ 
ленная на х вычислимая функция, для всякого элемента х из р 
ограничивающая сложность его порождения, то процедуре порож¬ 
дения можно сопоставить процедуру разрешения. 

Естественно возникает вопрос о соотношении сложности по¬ 
рождения и сложности разрешения одного и того же множества. 
Переходя к обсуждению этого вопроса, фиксируем некоторый сло¬ 
варный ансамбль, в котором и будем рассматривать породимые и 
разрешимые множества. Фиксируем также вычислительную модель - 
одноленточные машины Тьюринга без выходной и входной лент 
(так что исходные данные и результаты записываются и читаются 
на единственной ленте) и исчислитѳльную модель - порождающие 
грамматики типа 0 (= грамматики по терминологии [Гла 73]), 
Определим время вычисления (в данном случав - распознавания) 
и время порождения как число шагов (вычисления и порождения 
соответственно). Определим емкость вычисления как максималь¬ 
ную длину ленты в вычислегли. Определим емкости вывода в грам¬ 
матике как максимальную длину слова, встречающегося в этом 
выводе. Определим емкость порождения элемента х в грамматике 
как наименьшую емкость вывода х в этой грамматике. Тогда бу¬ 
дут верны следующие утверждения, связывающие введенные слож¬ 
ности разрешения и порождения: 

(а) Всякое множество, распознаваемое на нашей вычислитель¬ 
ной модели со временем не большим т и емкостью не большей в, 
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может быть порождено некоторым исчислением нашей порождающей 
модели с временем не большим ст и емкостью не большей с 8 , (где 
с - константа, не зависящая от распознаваемого элемента), 

(б) Пусть задано некоторое исчисление Г нашей порождающей 
модели* Тогда существует алгоритм нашей вычислительной модели, 
который решает задачу: "По словам а, ъ и числу к узнать, су-' 
ществует ли в Г 1 вывод Ъ из а, в котором длины всех промежу¬ 
точных результатов не превосходят к” с емкостью, не превос¬ 
ходящей С С * Г Д в с не заМ0ИТ от а » *• 

Доказательство утверждения (а) почти тривиально* Утвержде¬ 
ние (б), в несколько иной форме, было независимо доказано Сэ- 
вичем (см. [Сэв 70]) и (в Я970 году) Цейтиным (см* [Нѳп 74]). 
Формулировка и доказательство теоремы Сэвича - Цейтина имеют¬ 
ся в [Ахо Хоп Уль 74, теорема ТОЛ]; приблизительная формули¬ 
ровка этой теоремы такова: множество, порождаемое с емкостью 
3 , можно распознавать с емкостью В 2 ♦ 

Имеется класс алгоритмов и соответствующий ему класс ис¬ 
числений, для которых естественно определяемые классы "поро- 
димых" и "разрешимых" множеств совпадают* Этот класс - конеч¬ 
ноавтоматные алгоритмы и исчисления. Однако для него оказыва 
ется возможным доказать несовпадение понятия конѳчноав томат¬ 
ной разрешимости с понятием конечноавтоматной породимости в 
другом, количественном смысле. Построить для всякого конечно¬ 
го автомата, порождающего (на выходе) некоторое множество 
слов, конечный же автомат, разрешающий (распознающий на входе) 
то же самое множество, оказывается, так сказать, "практически 
невозможно”: бывают порождающие автоматы, для которое при пе¬ 
реходе к разрешающему автомату обязательно происходит экспо¬ 
ненциальный рост объема (т.е. числа состояний) вычислительно¬ 
го устройства (см, [ЕршЮ 62], [Кор 63], [Луп 64]). 

§ «. ПРОБЛЕМА СШДЙМОСТИ ПОСТА 

Открытие состоит здесь прежде всего в самой постановке 
проблемы. 

Изучая неразрешимые породимые множества, возникающие в 
математической практике, можно было обнаружить, что их проб¬ 
лемы разрешения (заведомо аѳрешимые) в некотором смысле сво¬ 
дятся друг к другу. Именно, неразрешимость любого такого мно- 
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ркества, как показало наблюдение, можно свести к неразрешимос¬ 
ти любого другого. Подчеркнем, что речь идет не о всех мысли¬ 
мых неразрешимых породимте множествах, а лишь об исторически 
возникших (включая всевозможные конкретные примеры "диаго¬ 
нальных" множеств), В силу сказанного, неразрешимость пробле¬ 
мы разрешения для любого такого множества можно свести к не¬ 
разрешимости "эталонной" проблемы разрешения для какого-либо 
из диагональных множеств; именно такое сведение - в прямой 
или косвенной форме - осуществлялось и продолжает осуществлять¬ 
ся в математической литературе. Встает естественная проблема, 
носит ли данное явление универсальный характер, т.е. действи¬ 
тельно ли все проблемы разрешения для всех мыслимых перечис¬ 
лимых неразрешимых множеств сводимы друг к другу; разумеется, 
слово "сводимы" чуждается при этом в должном уточнении. Эта 
проблема, известная теперь под названием проблемы сводимости, 
была - вместе с соответствующим уточнением - предложена Постом 
в 1944 г. в докладе [Пост 44]. В том же докладе Пост указал 
неразрешимые породимые множества, для которых естественный 
способ доказательства их неразрешимости не требует обращения 
к эталонной проблеме (это были первые примеры подобных необыч¬ 
ных доказательств неразрешимости множеств). Разумеется, это 
еще не решало проблему сводимости - тем более, что для многих 
из указанных Постом множеств самому Посту в [Пост 44] и его 
последователям (см. [Родж 67, $ 9.6]) удалось найти традицион¬ 
ные доказательства их неразрешимости, опирающиеся на отсутст¬ 
вие решения у эталонной проблемы. 

Проблема сводимости Поста получила полное и притом отри¬ 
цательное решение в работах Мучника (см. [Цуч 56], [Муч 58]) 
и Фридбѳрга (см. [Фри 57]): были построены неразрешимые поро- 
диыые множества с неэквивалентными проблемами разрешения (и 
тем самым - породимое множество, неразрешимость которого мо¬ 
жет быть установлена лишь методами, отличными от диагонально¬ 
го; о диагональном методе см. [Шень 79]). 

Уточнение понятия сводимости для проблем разрешения пред¬ 
ставляет собой самостоятельную задачу (которая является пред¬ 
посылкой для формальной постановки проблемы Поста), решенную, 
как отмечалось, Постом в [Пост 44]. Для произвольных проблем 
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лив сводимость в к а означает нечто большее, чем просто 
импликацию "а имеет решение" «* "в имеет решение" (эта им¬ 
пликация тривиально истинна, когда обе проблем* одновременно 
решимы или нѳрешимы). Если А и в - проблемы, то сведение в 
к а образует новую, самостоятельную проблему; на это обстоя¬ 
тельство впервые было указано Колмогоровым в [Колы 32] (ср« 
часть П, $ 2), В случае, когда Айв суть проблемы разрешения, 
представляется естественным следующее понимание - оно было 
предложено Постом в [Пост 44]. Пусть х и X - ансамбли, в сх, 

$ с х , а а и в - проблемы разрешения для, соответственно, 
в и о. Сводимость проблемы в к проблеме а или, другими сло¬ 
вами, сводимость по разрешимости множества Я. к множеству в, 
означает, согласно Посту, наличие некоторого единого способа 
преобразования информации о принадлежности или непринадлеж¬ 
ности к в всевозможных элементов х в информацию о принадлеж¬ 
ности или непринадлежности к <4 произвольно заданного элемен¬ 
та X; наличие такого способа позволяет эффективно давать от¬ 
вет на любой вопрос вида "у € $?", пользуясь готовши ответа¬ 
ми на все вопросы вида "х е в?". Сводимость по разрешимости 
Пост конкретизировал в виде так называемой тьюринговой своди¬ 
мости (см. [Рода 67, 5 9.4]). 

Точное определение сводимости по Тьюрингу (и, таким обра¬ 
зом, сводимости по разрешимости) будет дано в следующем па¬ 
раграфе. Здесь же мы ограничиваемся неформальным понятием 
сводимости по разрешимости. 

Проблема Поста стимулировала два больших направления ис¬ 
следований. Первое из них пытается ответить на следующий воп¬ 
рос: "может ли проблема Поста быть решена методами Поста (его 
доклада [Пост 44])?" или, более технично, "можно ли методами 
Поста построить неполное перечислимое неразрешимое множество?" 

(Множество называется полным , если оно перечислимо к к нему 
тьюрингово сводится любое перечислимое множество; так, все 
"диагональные" множества полны.) Поскольку "методы Поста" мо¬ 
гут пониматься как в более узком, так и в более широком смыс¬ 
ле, в результате уточнения возникают два различных вопроса: 

1) существует ли такое непустое свойство перечислимых 
неразрешимых множеств типа малости ("почти-конечности", см. 
[Рода 67, $ 12.6]) дополнения, что любое удовлетворяющее это- 
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Чу свойству множество неполно? 

2) можно ли сформировать и притом без использования 
понятия "тыорингова сводимость" такое непустое свойство пере¬ 
числимых неразрешимых множеств, что любое удовлетворяющее 
этому свойству множество неполно? 

Сам Пост рассматривал различные понятия типа почти-конеч- 
иости дополнения (простоту, гкперпростоту, гипергиперпросто¬ 
ту), но ни одно из них (и дам более сильное понятие макси¬ 
мальности, введенное впоследствии Фридбергои) кв оказалось 
пригодным для утвердительного ответа на первый вопрос. (Су¬ 
ществование полных максимальных множеств доказано в г Ейтс 65'.) 

Положительный ответ на второй вопрос дал Марченков в 
[Марч 76], доказав, что перечислимые неразрешимые множества 
с некоторым свойством (а именно, являющиеся одновременно по¬ 
лурекурсивными и а-гипергиперпростыыи для некоторой позитив¬ 
ной эквивалентности а) не могут быть полны; существование 
таких множеств было ранее установлено Дёгтевым в ‘ Дег "’З . 

Это первое направление тесно связано с изучением того, 
как вообще может быть устроено породимов («перечислимое' то¬ 
жество, расположенное в каком-либо фиксированном ансамбле 
(например, сколь "плотно" оно может заполнять объемлющее про¬ 
странство и каков запас перечислимых множеств, содержащихся 
в его дополнении), В соответствии со своим устройством пере¬ 
числимое множество может быть отнеоено к тому илк ином} клас¬ 
су (см. Г Роди 67, $ 8,71). Перечислимое множество может быть 
оідп—іпду (если его дополнение перечислимо) или просты н 

(если его дополнение хотя и бесконечно, но не содержит беско¬ 
нечных перечислимых, подмножеств) или креативным (если любая 
программа, см. § 14, любого перечислимого подмножества его 
дополнения может быть эффективно преобразована в элемент,при¬ 
надлежащий дополнению, но не его подмножеству) и т.д. Одним 
из центральных результатов является теорема Майхилла (см. 

[Май. 55] )> утверждающая, что любые два креативных множест¬ 
ва могут быть получены одно из. другого вычислимой переста¬ 
новкой объемлющего ансамбля. 

Второе направление занимается так называемыми степенями 
неразрешимости. На совокупности всех множеств, расположенных 
в данном ансамбле (или даже в различных таких ансамблях), з&- 
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дается предпорядок: а именно, р > , если проблема разрешения 

для множества $ вводится к проблеме разрешения для множества 
р (т.е. § тыорингово сводится к р). Классы эквивалентности 
этого предпорядка называются тыоринговыми степенями неразре¬ 
шимости (короче - степенями неразрешимости, или тьюрннговыми 
степенями, или Т-стѳпѳнями), Все разрешимые множества образу¬ 
ют одну тыорингову степень, она обозначается О и называется 
нулевой. Тыорингова степень называется перечислимой, если она 
содержит хотя бы одно перечислимое множество. Существование 
неразрешимого перечислимого множества означает, что сущест¬ 
вует по крайней мере одна ненулевая перечислимая степень; 
вопрос о том, существуют ли по крайней мере две такие отепе- 
ни, образует проблему сводимости Поста. На самом деле мно¬ 
жество всех перечислимых степеней - бесконечно, хотя и счет¬ 
но ([йуч 56, теорема 2]; ом. тахжѳ [Родя 67, § 10.2]). 

На тьюринговых степенях возникает естественный частичный 
порядок, относительно которого множество этих степеней обра¬ 
зует верхнюю полурешетку (континуальной мощности). Устройству 
этой полурепетки посвящено большое количество исследований. 
Начало было положено совместной статьей Клики и Поста [Кди 
Пост 54]. Вторш важным этапом были упоминавшиеся выше рабо¬ 
ты Цучника и Фридберга. В качестве третьего этапа можно ука¬ 
зать книгу [Сакс 63]. Сейчас проблематика, связанная с верх¬ 
ней полурешѳткой Т-степѳнѳй, прочно вошла в монографическую 
и обзорную литературу: см. [Родж 67, гл. 13], [Шёнф 71], об¬ 
зор [Шор 81], посвященный в основном элементарным теориям 
этой решетки и ее подструктур, а также обзор [Соа 78], спе¬ 
циально посвященный перечислима* Т-степеням. Вот два резуль¬ 
тата из обсуждаемой области, представляющиеся авторам принци¬ 
пиальными : I) среди ненулевых Т-стенѳней существуют минималь¬ 
ные (ом. [ Рода 67, § 13.5] и [Шенф 71, § II] ; 2) в частично 
упорядоченном подмножестве ненулевых перечислимых Т-степѳнѳй 
нет минимальных элементов (см. [ Муч 56, теорема 3] и [Рода 
67, упражнение ІО-ІІ]). Отметим в заключение, что наряду с 
Т-сводимостьго Пост ввел и другие виды сводимости; некоторые 
связанные с ними результаты можно найти в [Дег 79]. 

§ 12. ПОНЯТИЕ ОТНОСИТЕЛЬНОГО АЛГОРИТМА, ИДИ 
АЛГОРИТМА С ОРАКУЛОМ 

Чтобы получить определение алгоритма с оракулом а, надо 
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Следующим образом изменить формулировку Колмогорова из § 1, 
Оракул а - это некоторое множество в каком-то ансамбле. 
Алгоритм с оракулом имеет вопросное устройство - некий вспо¬ 
могательный алгоритм Л , определенный (т.ѳ. дающий результат) 
на множестве всех возможных состояний з. Каждый шаг процес¬ 
са 5 . задаваемого алгоритмом е орахулом, определяется не толью 
возникшим к этому вагу состоянием г, но и истинностью утвер¬ 
ждения 3 (з) € А* Таким образок, оператор непосредственной 
переработки а Г , дающий следующее состояние з*, оказывает¬ 
ся теперь функцией от двух аргументов - от з и от числа ъ, 
принимающего значение 0 или 1 в зависимости от того, верно ли 
соотношение 3(3) е А . Алгоритм с оракулом а называется так¬ 
же алгоритмом относительно А (см. [Рода 67, $ 9.2]), 


исчислений, как и математическая логика (понимаемая, по Чёрчу, 
как теорія формализованных языков), формализует некоторые сто¬ 
роны деятельности человека (в отличие от других математических 
дисциплин, которые формализуют нечто, не предполагающее не¬ 
пременного присутствия человека). В частности, теория алгорит¬ 
мов использует понятие "элементарной операции". Понятие эле¬ 
ментарности - существенно человеческое понятие. То, что эле¬ 


ментарно для человека, может оказаться неелементарным для 
других существ, и наоборот, 




ко считать, что человек, осу¬ 
ществляя вычисление, непрерывно обращается к некоторому ора¬ 
кулу, только оракул этот отвечает на столь "элементарные" 
вопросы (типа "тождественны или нет эти два символа?"), что 
даже не замечается. Можно представить себе более мощный, чем 
у человека, запас вычислительных средств, подразумевающий, в 
частности, обращение к некоторому нетривиальному (с челове¬ 
чеокой точки зрения) оракулу (который в рамках этих средств 
не осознается, скорее всего, как внешний оракул, а признается 
частью самих этих средств). 

Высказанные соображения подтверждаются следующими попыт¬ 
ками аксиоматически определить понятие вычислимой функции. 

Анализируя доказательства, встречающиеся в теоріи вычис¬ 
лимых функций, можно заметить, что возможен - и даже иногда 
используется (например, в [Рода 67]) - следующий способ рас- 
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суждений. Сначала устанавливается некоторые основные и интуи¬ 
тивно очевидные свойства класса вычислимых функций, а затем 
требуемые утверждения выводятся из них. (Подробнее об этом 
см в [Усп 74, § 8], [Усп 82, § 5].) Сформулируем упомянутые 
выше основные свойства класса к всех вычислимых числовых 
функций: 

(1) Аксиома функциональных констант: 


Это свойство применяется тогда, когда в ходе доказатель¬ 
ства нужно установить принадлежность к к какой-либо конкрет¬ 
ной функции. Его можно заменить на 

(!') Класс к содержит константу 0 и Функцию следования . 
(2) Аксиома операторных констант: 


относи 


І&Шж 


ьно опѳ 




в подстановки 



Это свойство применяется, если из утверждения о принад¬ 
лежности к к каких-то функций нужно вывести утверждение о 
принадлежности к к некоторой другой функции, выражающейся че¬ 
рез первые. В связи с аксиомами (-ЗУ) и (2) естественно вспом¬ 
нить наш § 8. 

(3) Аксиома протокола: 







Содержательная интерпретация этой аксиомы такова. Мы пред¬ 
полагаем, что для каадего вычисления существует его протокол 
(= запись), представляющий собой последовательность сменяющих 
друг друга состояний алгоритмического процесса (ом. $ 1). 
Множество в есть множество кодов всех таких протоколов. В случае, 
когда к есть просто класс всех вычислима: числовых функций, 
множество всех протоколов разрешимо, и, следовательно, харак¬ 
теристическая функция в в этом случае принадлежит к. Функции 
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а и ъ выделяют из кода протокола исходное данное и результат 
вычисления. 

(4) Аксиома универсальной функции: 

В классе к существует двуместная Фѵнкдия. универсаль¬ 
ная для всех одноместных Функций из к ("универсаль¬ 
ность" ц(х. у) означает, что V г с кЗх Уу а 

РСх, у) ). 

В качеотве основания теории вычислим» функций эти аксио¬ 
мы намного более очевидны, чем тезис Чёрча. В самом деле, они 
не позволяют утверждать, что некоторые функции невычислимы. 

В противоположность этому, наиболее неочевидная часть тезиса 
Чёрча утверждает, что функции, невычислимые на модели, невы¬ 
числимы и каким бы то ни было образом. 

Кроме других преимуществ аксиоматического подхода - напри¬ 
мер, замены сложных прямых конструкций короткими аксиомами - 
укажем два следующих преимущества. Первое состоит в том, что 
данные аксиомы не только более очевидны, но также и менее 
техничны, чем тезис Чёрча. Второе преимущество (и недостаток) 
состоит в том, что аксиоматическая система может иметь (и 
имеет) различные модели. Действительно, четыре перечисленные 
выше аксиомы выполнены не только для класса всех вычислимых 
функций, но и для любого класса всех функций, вычислимых с 
данным оракулом. Таким образом, все теоремы, выводимые из 
(1) -(4), выполнены для любого такого класса. Это объясняет 
возможность "релятивизации" многих теорем (см. [Кли 52,§ 56, 
теорема X, $ 65, теорема ХХІУ и т.д.1). И наоборот, только 
те теоремы, которые следуют из аксиом(I) -(4),можно релятиви- 
эировать. Действительно, как доказано в [Шенъ 80], любой класс 
функций, удовлетворяющий этим аксиомам, в действительности 
есть класс всех функций, вычислимых с некоторым фиксированным 
оракулом. 

Таким образом, мы видим, что с чисто теоретической стороны 
понятие алгоритма с оракулом позволяет редятивиэировать тео¬ 
рию алгоритмов (см. [Рода 67, § 9.3]). С более практической 
стороны, оно позволяет дать точное определение общего понятия 

сводимости по разрешимости и, следовательно, дать точную фор¬ 
мулировку фундаментальной проблемы сводимости (см. 5 И). 
Действительно, теперь можно ввести следующее определение. 
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Множество $ сводится по Тьюрингу (* сводится по разрешимости) 
к множеству р тогда и только тогда» когда существует относи¬ 
тельный алгоритм, вычисляющий характеристическую функцию мно¬ 
жества ф относительно множества Р, или, в оракульных терми¬ 
нах, существует алгоритм с оракулом р, вычисляющий эту ха¬ 
рактеристическую функцию. Понятие алгоритма с оракулом и сам 
термин "оракул" впервые появились в статье Тьюринга [Тью 39], 
по этой причине Пост ввел в [Пост 44] термин "сводимость по 
Тьюрингу" для обозначения сводимости проблемы разрешения само¬ 
го общего вида. 

Важным и естественным частным случаем сводимости по Тью¬ 
рингу является сводимость за полиномиальное время . (Она опре¬ 
деляется заданием полиномиального - от длины входа - ограни¬ 
чения на время работы алгоритма с оракулом.) Естественно по¬ 
ставить проблему полиномиальной по времени сводимости: все ли 
множества из класса МР\9с водятся друг к другу за полиноми¬ 
альное время? (Конечно, если М9 * 9 , то проблема тривиаль¬ 
на. ) Заведомо сводятся друг к другу за полиномиальное время 
многие представители класса МР , возникшие из математической 
практики; к каждому из таких представителей все множества из 
№9 сводятся за полиномиальное время (см. [Ахо Хоп Уль 74, 

гл. 10]). Неизвестно, сводятся ли за полиномиальное время 
все множества из к множеству всех пар изоморфных графов 
(ср. 5 7, второй пример множества из МР), 

§ 13. ПОНЯТИЕ ВЫЧИСЛИМОЙ ОПЕРАЦИИ 

Под операцией понимается функция, аргументы и значения 
которой суть множества. В то время как обычная вычислимая 
функция эффективно дает по одному конструктивному объекту 
другой, вычислимая операция должка эффективно давать по одно¬ 
му тожеству конструктивных объектов другое; говоря неформаль¬ 
но, эффективность естественно усматривать в том, что операция 
обеспечивает процесс порождения результирующего множества, 
коль скоро задан процесс порождения исходного множества; как 
следствие этого обстоятельства вычислимая операция переводит 
породите множества в породимыѳ. Сказанное естественно воплоща¬ 
ется в нижеследующее формальное определение вычислимой опера- 
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ции (см. [Усп 55], а также [Родж 67, $ 9.7], где вычислимые 
операции называются операторами перечисления, в оригинале - 

"епшега'Ыоп орегаізог"). 

Пусть х и У - два произвольных множества, Х г - множест¬ 
во всех конечных подмножеств множества X. Пусть далее в-про- 
извольное отношение между х^ и х (т.е. произвольное подмно¬ 
жество произведения х^,* г). Определим отображение ф множест¬ 
ва 2 х в множество 2 х формулой: 

«(А) = {у|ЭВ(Ю С А & <0, у) € В)} 

Отображение ф, получаемое таким образом, будем называть 
к -отображением 2 х в 2 х . Всякое в-отображекие Ф монотонно: 

(А' э А) * ф(а')з ф(а),Если х состоит из элементов некоторого 
ансамбля, то элементы ыкоиства х^суть конечные объекты; 
в силу сделанных в § 0 соглашений, осмысленно говорить о по- 
родимости к. Так вот, если х,х и в породимы, Е-отображе- 
ние 2 х в 2 х называется вычислимой операцией (из 2 х в 2 х ). 
Ясно, что если деоеп(Х)и Ф-- вычислимая операция, то Ф(А)е 
€ &еп (х), В соответствии с нашим неформальным представ¬ 
лением о вычислимой операции, процесс преобразования одного 
множества в другое можно опивать следующим образом. Мы одно¬ 
временно порождаем конечные подмножества исходного множеств;. 

А и элементы отношения в . Всякий раз, как первая компонента 
порожденного элемента отношения в совпадает с порожденным 
конечным подмножеством множества А, мы засылаем соответствую¬ 
щую вторую компоненту в множество ф(а). 

В действительности, вше мы определили только одноместные 
вычислимые операции; понятие многоместной вычислимой операции 
может быть определено совершенно аналогично (или сведено к) 
понятию одноместной вычислимой операции. 

В терминах вычислима операций легко могут быть определе¬ 
ны вычислимые операторы» Под оператором мы понимаем функцию, 
аргументами и значениями которой олужат функции. Определение 
вычислимого оператора таково - см. [Рода 67, $ 9.6], где эти 
операторы названы частичнорѳкурси вными ("рагЫаі гесигеіѵв" ); 
придумавший эти операторы Клнни называл их частичнорекурсиа- 
иыми функционалами («ішсьіопаів" ), ом. [Кіи 52, 5 63 и 5 64]. 
Дял произвольной операции Ф, отображающей 2° * 7 в 2 х * 1 , оп- 
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рѳделим оператор т, осуществлявший отображение из $ (х, у) 
в & (іт, V) : оператор ч определен на функции ?€$(хд) тогда 
и только тогда, когда Ф(У)е# (І7,ѵ), и в этом случае 7Се) * 

= ФС* - ). Оператор ч, полученный таким образом для породимте 
х , у, іі, ѵ и вычислимого Ф, называется вычислимым, или 
частичноаекѵрсивным . Ясно, что если Сот(х,х) , то Ч(і) е 
е Сош(ѵ, ѵ) . Частичнорекурсивный оператор называется рекур¬ 
сивным. если он определен для каждой функции изЗЧх, У). 

Замечательно, что интуитивное понятие вычислимой операции 
не потребовало для своей формализации никаких новых понятий, 
кроме понятия алгоритма; этот факт еще раз подтверждает "ем¬ 
кость” и "универсальность" понятия алгоритма. Замечательно 
также, что понятие вычислимой операции совпадает по объему с 
понятием исчислительной операции (см. выше $ 3): этот факт 
подтверждает "емкость" и "универсальность" понятия исчисле¬ 
ния. Замечательно, наконец, что вычислимые операции является 
непрерывными отображениями - в предположении, что произволь¬ 
ная система множеств Ѵ ~ рассматривается как топологическое 
пространство с некоторой естественной топологией. Эта тополо¬ 
гия задается как в {Усп 56] и [Родж 67, упр, 11-35], а именно: 
для всякого конечного множества в поломим - (а|с с а е^Г) 
и совокупность всех таких Ѳ с объявим базой топологии. Есте¬ 
ственность такой топологии заключается в том, что "близкими” 
(т.ѳ. принадлежащими одной и той же базовой окрестности) объ¬ 
являются те множества из 9"*, которые характеризуются одной и 
той же конечной информацией (т.е. информацией о принадлеж¬ 
ности к множеству фиксированного - для данной окрестности - 
конечного перечня элементов). 

С помощью вычислимых операций легко определяются вычисли¬ 
мость одной функции относительно другой и тьюрингова своди¬ 
мость множеств: в вычислима относительно у, если существует 
вычислимая операция, переводящая г (как множество пар) в в 
(как множество пар); множество сводится по Тьюрингу к мно¬ 
жеству р, если характеристическая функция множества $ вычис¬ 
лима относительно характеристической функции множества р (или, 
непосредственно в терминах операций над множествами, если су¬ 
ществуют такие вычислимые операции Ф ( и Ф г , что % = ф 1 (р, ?), 
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15 = ф 2 (р, Г) , где 7 и 15 суть дополнения к Р и я в соответст¬ 
вующих ансамблях). 

Один из наиболее принципиальных фактов, относящихся к 
вычислимым операциям (в частности, к частичнорекурсивным опе¬ 
раторам), устанавливается в так называемой теореме о непод¬ 
вижной точке , или первой теореме о рекурсии Кляни (см.С Род* 
67, § И.6Л). Эта теорема утверждает, что уравнение т(А) = А, 
где ? - вычислимая операция, имеет минимальное решение (что 
верю для всякой монотонной т ), и это решение перечислило 
(а если V к тому хе есть рекурсивный оператор, то это резание 
еще и униформно, т.е. является вычислимой функцией). Первая 
теорема о рекурсии позволяет естественным образом задавать 
породимыѳ множества (в частности, вычислимые функции) с по¬ 
мощью вычислимых операций. При этом описание вычислимой опе¬ 
рации рассматривается как финитное задание множества кли 
функции, являющейся неподвижной точкой операции. Последнее 
обстоятельство послужило одной из отправных точек для работ 
Маккарти и Скотта по математической теории вычислений (см. 

[ Манна 74, гл. 5]). 

Весьма плодотворным оказалось изучение специальных спосо¬ 
бов задания вычислимых операторов - так называемых схем прог¬ 
рамм (см.[ Лак Парк П&т 70]). Важнейшие классы схем программ 
таковы: рекурсивные схемы Де Беккера - Скотта (см.[ Кот 78]), 
стандартные схемы А.П.Ершова (см.[ЕршА 73]]), структурирован¬ 
ные схемы Глушкова (см. [ Глу 65], [Сем 76]). Вся теория схем 
программ началась со схем Янова (см. Г Янов 58]. [ЕршА 68], 

[ЕршА 77, § 8.5]) - стандартных схем с одной переменной. Рабо¬ 
ты Глушкова по структуированньы схемам программ составляют 
раздел созданной им теории систем алгоритмических алгебр (см. 
[Глу Цей Еще 78 ]). Эта теория позволила использовать алгебра¬ 
ические и логические методы для изучения схем прогреми и по¬ 
служила основой для интенсивно развивающейся дисциплины - 
программной логики (см. [ Вал 79 ]). 

Вычислимые операции приводят не только к определению сво¬ 
димости множеств конструктивных объектов, но также и к неко¬ 
торым вариантам представления о сводимости совокупностей та¬ 
ких множеств. Пустьо% , $Ь - совокупности множеств, причем 
элементами этих множеств являются конструктивные объект. 
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СІогда, по определению, ЗЬ слабо саодится к Л » если для каж¬ 
дого А € <А существует вычислимая операция $ такая, что ф(а)« 

« ЗЬ ; совокупность ЗЬ сильно сводится &Л , если сущвству- 
от вычислимая операция € такая, что ®(А)е$> для каздогоАыА. 
В том случае, когда совокупности «А и <5Ь состоят иэ всюдуопре- 
деленкых числовых функций, понятие сильной сводимости и сла¬ 
бой сводимости били предложены, соответственно, Медведевым 
(в [МѳдЮ 55], [МедЮ 56]) и Мучником (в [Цуч 63]), поэтому 
сильную сводимость можно называть сводимостью по Медведеву , 
а слабую сводимость - сводимостью по Мучнику ; мы вернемся к 
этим сводимостям в донце § 1 части П. Существуют такие две 
совокупности всюдуопределенных функций, что одна из них сво¬ 
дится к другой слабо, но не сильно (ом. [Муч 63]). Класс всех! 
совокупностей всвдуопраделэкннх числовых функцій, слабо (соот¬ 
ветственно, сильно) сводящихся друг к другу, называется сла¬ 
бой (соответственно, сильной ) степенью трудности (см. [МѳдЮ 
55], [МедЮ 56], [Муч 63]). 

Пусть Ж., в - (сильные или слабые) степени трудности; 
по определению а < в , если некоторый элемент степени а ( силь¬ 
но или, соответственно, слабо) сводится к некоторому злемен-у 
степени в. (Заметим что в [Муч 63, с. 1331, строка 25-я 
сверху] при введении знака "5" дспущена опечатка: вместо 
*ъ слабо сводится к проблеме А" следует читать " А слабо 
сводятся к проблеме в".) Сильные степени трудности, частично 
упорядоченные отношением сильной сводимости, образуют решетку, 
которая называется роаеткой Медведева (см, [Род* 67, 5 13.7]), 
Верхняя полуреаетка Т-степеней вложена в решетку Медведева: 
для этого каждую Т-степань А следует отождествить с сильной 
стенанью трудности одноэлементной совокупности функций { *}, 
где х ость характеристическая функция числового множества а , 
а А есть произвольное множество, имеющее а своей Т-степенью. 
Слабее отепанв трудности, частично упорядоченные отноионием 
слабой сводимости, также образую* решетку, которую можно наз¬ 
вать рвмвтжой ) *«"""[• Имеется очевидное отображение решетки 
Медведева в ранетку Муешка, и это отображение оказывается 
гомоиврфнаиом, ом. [Муч 63]. Для каждой из решеток наименьшим 
элементом О является степень трудности, содержащая вычисли- 

11 является отеленъ труд- 
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(йос?и ауотой совокупности. Эти рвав тки будут использованы в 
часта П, § 2. 

$ 14. ПОНЯТИЕ ПРОГРАММ!: ПРОГРАММ! КАК ОБЪЕКШ 
ВЫЧИСЛЕНИЯ И ПОРОЖДЕНИЯ 

Существенным этапом в развитии теории алгоритмов было 
осознание того, что алгоритмы и исчисления имеет формальные 
задания (см. вше § 2 и $ 4) и что эти формальные задания 
(точнее, некоторые юс записи) сами могут служить объектами 
алгоритмических и иечислитехьных преобразований. Это откры¬ 
тие было сделано Тьюрингом в [Тью 36]. В этом параграфе мы 
обсудим возникающие в связи с этим понятия "способ программи¬ 
рования" и "программа". 

Совокупность всевозможных формальных заданий, естественно 
возникающая при рассмотрении фиксированной вычислительной 
(или порождающей) модели, не обязательно лежит в каком-нибудь 
одном ансамбле. Поэтому элементы этой совокупности не могут, 
вообще говоря, ни подаваться на вход какого-либо одного алго¬ 
ритма, ни порождаться каким-либо одним исчислением. Чтобы 
формальные задания во всей их совокупности могли быть входа¬ 
ми или выходами алгоритма или порождаться исчислением, эти 
задания надо предварительно запивать (закодировать) так, что¬ 
бы полученные записи, или коды, принадлежали какому-нибудь 
одному ансамблю. 

Именно так осуществляется переход от изобретений нормаль¬ 
ных алгорифмов к записям этих алгорифмов (см. [ Наг 776 ]): 
изображения суть слова, но не принадлежащие никакому единому 
словарному ансамблю, тогда как записи суть слова в двубуквенном 
алфавите. Такая предварительная обработка не нужна для реаль¬ 
ных языков программирования, где описание алгоритма представ¬ 
ляет собой слово в некотором общем для данной вычислительной 
модели алфавите языка программирования. Она не нужна н для 
машин Колмогорова над ориентированными или неориентированными 
колмогоровскими комплексами с фиксированным алфавитом размет¬ 
ки: формальные зоддквш всех такюс машсн МОККО ЦМЦОУШП 
бв лежащими в одном и том хе ансамбле. С другой сторож, пере¬ 
ход к записям необходим, например, для мамин Тьшрммга. йормаль- 
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нов задание алгоритма вычисления на такой машине может содер¬ 
жать символы (в частности, обозначения внутренних состояний), 
число которых заранее не ограничено. Наиболее естественный 
выход - считать эти символы комбинациями более простых, при¬ 
надлежащих уже к ограниченному алфавиту. Так это и делается 
в математических текстах, где для обозначения состояния малины 
Тьюринга может использоваться, скажем, символ <^ 2 36 . 

Итак, пусть фиксирована некоторая вычислительная модель. 
Пусть также фиксированы входной ансамбль 2 и выходкой ансамбль 
I . Тогда возникает некоторое семейство х -х-алгоритмов - 
семейство всех тех алгоритмов, которые реализуются конкретны¬ 
ми представителями данной вычислительной модели. Например, 
если наша вычислительная модель - трехлѳкточныѳ машины Тьюрин¬ 
га, ах и х- словарные ансамбли в некоторых алфавитах, то 
каждой конкретной трехленточной машине Тьюринга (характери¬ 
зуемой своими лѳкточнши алфавитами, совокупностью внутренних 
состояний и системой комащд) соответствует некоторый х- т- 
алгоритм. Но ни сами эти представители (в примере - трехлен¬ 
точные машины Тьюринга), ни формальные задания соответствую¬ 
щих алгоритмов еще не представляют собой конструктивных объ¬ 
ектов какого-либо единого ансамбля и, тем самым, не могут 
служить объектами алгоритмических преобразований. Поэтому нам 
следует договориться о том, каким образом формальные задания 
следует погрузить в некоторый ансамбль. Такое погружение мы 
будем называть способом программирования (для данной вычисли¬ 
тельной модели). Подчеркнем, что для одной и той хе вычисли¬ 
тельной модели и при одних и тех же входных и выходных ансамб¬ 
лях возможны различные способы программирования. Например, для 
рассмотренного случая машин Тьюринга можно по-разному догово¬ 
риться о способе кодирования внутренних состояний (число ко¬ 
торых заранее не ограничено) с помощью конечного набора сим¬ 
волов; традиционная запись вроде "<1 гэб " (см* выше) отнюдь 
не является единственной возможной. Введенное понятие' "способ 
программирования" можно обоанач&ть более полным термином 
"способ программирования алгоритмов" - для отличения оѵ рас¬ 
сматриваемого ниже способа программирования вычислима функций 

С каждым способом програмшроваиия связан некоторый ан¬ 
самбль, тупппгжммц цй ансамбль данного способа программирования. 
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некоторые элементы которого рассыатриваютск как коды формаль¬ 
ных заданий соответствующих алгоритмов и называются програм¬ 
мами . Вообще говоря, не все элементы программного ансамбля 
являются программами, однако при всех разумных способах прог¬ 
раммирования множество р всех программ является разрешимом 
подмножеством программного ансамбля р . Можно условиться 
трактовать всякий элемент из р как программу, рассматривая 
любое р из р \р о в качестве программы алгоритма с пустой об¬ 
ластью применимости. Так мы и будем поступать в дальнейшем. 

Всякий алгоритм вычисления на данной модели имеет прог¬ 
рамму в р . Эта программа содержит минимально необходимую ин¬ 
формации, которая отличает данный алгоритм от всех других ал¬ 
горитмов вычисления на рассматриваемой модели (но не включает 
информации о способе программирования, общей для всех алго¬ 
ритмов модели) и получается некоторым "простым и естественным" 
образом из формального задания алгоритма. Этот простой и ес¬ 
тественный образ состоит в выявлении в формальных заданиях 
более "мелкой", "внутриклеточной" структуры, погружающем все 
формальные задания, в один общий ансамбль. 

Понятие способа программирования не является точнш мате¬ 
матическим понятием (как и понятие вычислительной модели). Мы 
попытаемся сейчас указать некоторые свойства, которыми должен 
обладать каждый разумный способ программирования. С этой целью 
попробуем ответить на следующий вопрос: какие математические 
понятия связаны в нашем представлении с термином "способ прог¬ 
раммирования"? Прежде всего - и это уже отмечалось - способ 
программирования предполагает фиксацию, помою входного ансамб¬ 
ля х и выходного ансамбля ? , некоторого третьего ансамбля - 
ансамбля программ. Далее, следует как-то отразить наши пред¬ 
ставления о способе применения данной прогревши к данному ар¬ 
гументу. Нам представляется, что достаточно (и, может быть, 
исчерпывающе) полное представление об этом дает трехмоотная 
функция А(р, х,ѣ), аргументами которой являются программа р , 
исходное данное х и натуральное число (момент времени)ъ , а 
значение равно (полному) состоянию вычислительного процесса в 
момент времени ѣ при работе машины с программой р на исходном 
данном х . Рассмотрение этой функции предполагает, разумеется, 
что все состояния вычислительного процесса сделаны, как это 
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описано в $ 1, элементами некоторого ансамбля (такое погруже¬ 
ние может, конечно, происходить разными способами). Так опре¬ 
деленную функцию а естественно назвать вычислительной функ¬ 
цией - для заданной вычислительной модели (с фиксированным 
способом погружения ее состояний в некоторый ансамбль) и за¬ 
данного способа программирования. 

6 терминах вычислительной функции А могут быть выражены 
и некоторые другие понятия, связанные с вычислительной мо¬ 
делью. Например, входная процедура есть по существу отображе¬ 
ние ж*-» А(р,х,о) . Напротив, выходная процедура, так же как 
и правило, определяющее момент окончания работы, должны быть 
заданы помимо вычислительной функции. Именно, правило оконча¬ 
ния представляет собой предикат П, заданный на множестве 
всех возможных состояний вычислительного процесса (тожестве, 
элементами которого являются значения вычислительной функции 
А), а выходная процедура - отображениен этого тожества в 
выходной ансамбль т . Введя эти понятия, мы можем определить 
теперь, непркмер, время работы данной программы р на данном 
аргументе х как наименьшее число ъ , при котором А(р, х, -ь) 
обладает свойством П . Значение в(А(р,х,*0) при этом 1; есте¬ 
ственно считать результатом работы программы р на исходном 
данном х . 

Вычислительные функции, естественный образом построенные 
по известит вычислительным моделям, обладают некоторыт об¬ 
щими свойствами. Отметим свойство "непрерывности по Ъ ", ут¬ 
верждающее, что объект А(р,х,%1) может быть получен из объ¬ 
екта А(р,х,«> некоторой локальной операцией (и, стало быть, - 
волн принять свойство Д1 из $ б - норма объекта А(р, х, ѣ+ч) 
близка к норме объекта А(р,х,-ь) ). Другое подобное свойотво - 
непрерывность входной процедуры - утверждает, что близким па¬ 
рам <х,р> и <х*,р'> долины соответствовать близкие значения 
А(р,х,о) и А(р',х*,0) . Предикат Л., как правило, является 

локальный свойством, а функция в - локальной операцией. 

Было бм интересно построить "акоиометнчеохую" теэрию спо¬ 
собов програширования, то есть объявить аксиомами какие-то 
свойства повелительной функции, правила окончания я выходной 
процедуры (в том числе, возможно, уже указанные) и выводить 
ив них разлитые следствия. Но какие именно свойства следует 
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считать аксиомами, какие следствия выводить, да я вообще моя-» 
но ли эту программу осуществить, - об этом говорить еще рано. 

Поэтому мы ограничимся лишь частью информации о способах 
программирования - именно, не будем интересоваться всем про¬ 
цессом вычисления, а будем интересоваться только результатом. 
Говоря более точно, свяжем с каждым способом програшшроваиия 
двуместную функцию ч(р,х) , аргументами которой являются про¬ 
грамма р и исходное данное х , & значением - результат приме¬ 
нения программы р к исходному данному * * (Вше было сказано, 
каким образом эта функция может быть выражена через А ,п и 


Ч(р, х) - К(А(р, х, (ЛП(А(р, х, б)))), 

где символ Ѵь ” имеет смысл "наименьшее ъ, такое, что”*) 

Эта функция не определяет однозначно способ программирования 
(в ее терминах, например, невозможно сформулировать утвержде¬ 
ния, касающиеся промежуточных состояний, возникающих при ра¬ 
боте машины с данной программой на данном объекте, или време¬ 
ни работы машины с данной программой на данном объекте)* 
Функцию ч естественно назвать результатной функцией данного 
опособа программирования. 

Что можно оказать о свойствах результатной функции о ? 

Первое свойство функции ч состоит, конечно, в ее шчисли- 
мости. Следуя программистской традиции, вычисляющий ее алго¬ 
ритм следует назвать интерпретатором (интерпретаторов - при 
одном и том же способе программирования, т.е. для одной и 
той же ч - может быть много, но вое они, конечно, эквивалент¬ 
на) . 

До сих пор мы не предполагали представительности рассмат¬ 
риваемой модели. Сделаем теперь такое предположение: ясно, 
что наиболее интересны и важны именно представительные вычис¬ 
ли тельные модели. Итак, пусть модель х - х -представительна,, 

В этом случае интерпретатор называется универоадьнга алгорит¬ 
мом . а второе свойство результатной функции состоит в том, 
что всякий х - 1 -алгоритм может быть задан некоторой програм¬ 
мой. Сформулируем это свойство более точно: 

(УМ) для любого х - х -алгоритма Оі существует такая прог¬ 
рамма р е Р , что для всех х€ х имеет место условное равенство 

(X Іх) - 
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Свойство (УМ) и выражает, конечно, то обстоятельство, что 
рассматриваемая модель представительна. Это свойство не пред¬ 
полагает , однако, "эффективного" нахождения р по ОІ . Слово 
"эффективного" взято здесь в кавычки, так как нуждается в 
уточнении - ведь алгоритм Ос. не представляет собой конструк¬ 
тивного объекта. Это слово можно уточнить следующие образом. 
Рассмотрим семейство алгоритмов , заданное параметрически: 
ОЬ і (х)=ОЦ<і,х^ ), і «і , где (X- некоторый алгоритм, а і - 
породимое множество„ Оказывается, что (при всех разумных спо¬ 
собах программирования) программу, соответствующую алгоритму 
Оі 1 , можно эффективно найти по і . Сформулируем теперь это 
свойство более точно: 

(ГМ) для каждого породим©го множества I и каждого алго¬ 
ритма ОС і іхХ -* У существует алгоритмѣ: I -» Рс областью оп¬ 
ределения! , для которого (Х(<і,зф )-и(/д (і),х) при всех 

X € X; і. € 1* 

Свойство (ГЫ) представляется совершенно естественным. В- 
самом деле, достаточно взять в качестве $ алгоритм, который 
в применении к і просто ведает программу х - у-алгоритма: 
"образуй пару <і,зф и примени к ней алгоритм ОЬ". 

Поясним смысл утверждения (ГМ). Говоря неформально, оно 
утверждает, что имеется способ трансляции программ любого дру¬ 
гого способа программирования в программы нашего способа прог- 
рашированмя. В данной вше формулировке ОС и задает этот 
"другой” способ программирования, і - его программный ансамбль, 
/Э - транслятор, существование которого утверждается. 

Все естественно возникающие способы программрования обла¬ 
дают свойством (ГЫ). Это свойство можно рассматривать как 
уточняющее наши интуитивные представления о способах програм¬ 
мирования подобно тому, чек тезис Чёрча уточняет нави интуи¬ 
тивные представления о вычислимости. При неформальном понима¬ 
нии способа программирования тезис (ГМ), так же как и тезис 
Черча, нельзя доказать в обычном математическом сшсле; но 
его мощно подтверждать, рассматривая различные представитель¬ 
ные вычислительные модами и различные точно описанные способы 
программирования. (Веемая разница: тезис Чёрча дзет тонкое 
описание класса вычислимое функций, в то время как здесь мы 
имеем ливъ "верхнюю оценку" для класса всех способов програм- 
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жирования!) Утверждение о тон, что свойство (ГМ) выполняю 
для некоторого конкретного способа программирования (связан¬ 
ного с рекурсивными функциями), составляет содержание клиние- 
зой в-т-п-тѳорѳмы (точнее, з-І-І -теоремы)» см. [ Род* 67, 

§ 1.8]. О связи з-т-п-теорамк с программистскими понятиям» 
см. [ЕршА 81], [ЕршА 82, п. 3.2]. 

Все указанные свойства результатных функций, соответствую¬ 
щих известным способам программирования, можно обратить в 
требования, накладываемые на произвольную функцию V . Мы при¬ 
ходим тогда к следующим определениям. 

Пусть I Д , е - некоторые тожества конструктивных объ¬ 
ектов, ѵ - вычислимая функция иэ е* х в У, Функцию 7 назовем 
универсальной Фѵнкшэй для х , у с индексным множеством В , 
если для нее выполнено такое условие: 

(У) для каждого х-у -алгоритма (% существует такое ѳ€Е, 
что для всех х ех выполнено условное равенство 

ОІ(х) - Ѵ(е, х). 

Пусть X и У - ансамбли. Существование универсальной вы¬ 
числимой функции для х , у с иццекснш множеством х немедленно 
приводит - диагональным методом - к такому важному результату, 
как существование породимых неразрешимых множеств, ср. $ 10. 

Вычислимую функцию ѵ из в х х в У назовем гёделевой . или 
главной функцией для х , у о индексным множеством в , если 
для нее выполнено такое условие: 

(Г) для каждого породи»»го тожества і и для каждого ал¬ 
горитма Обіі*х-*у существует алгоритм /& :і-» в с областью оп¬ 
ределения і , для которого О0(<і,эф)- ѵ(*5(і),х) при всех 

X € X, і € I. 

[Очевидно, условие (У) вытекает из условия (Г).] С помощью 
введенных определений можно переформулировать сказанное ра¬ 
нее - и выраженное в свойствах (УМ), (ГМ) - так: для любого 
способа програширования результатная функция ч является уни¬ 
версальной и даже гёделевой функцией для х , у с нцдеконым 
множеством р (здесь х , у и р - входной, выходной и програм¬ 
мный ансамбли). Для произвольных ансамблей х ,У , в существуют 
функции, обладающие свойством (У), но но свойством (Г). Эти 
функции, однако, не соответствуют никаким способам програшп- 
роваиия и конструируются с помощью искусственного прима. 
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Пусть по-прежнему фиксирована вычислительная модель с со¬ 
ответствующими ансамблями х ,х , р и какой-либо способ програм¬ 
мирования для этой модели. Рассмотрим какую-либо вычислимую 
функцию 2 из х в у . Любая программа любого х-х -алгоритма, 
вычисляющего ± , называется программо й Функции ± . Мы полу¬ 
чаем тем самым некоторое соответствие между элементами р и 
вычисливши функциями, при котором каждому р е р соответствует 
функция г с программой р . Говоря формально, это соответствие 
есть некоторое подмножество произведения р х Сош (х,х) . Оче¬ 
видно, оно полностью задается результатной функцией и . По 
этой причине саму эту результатную функцию часто называют 
оиособом программирования или методом программирования - ем., 
например, [Колм 65, 5 3]; при этом, подчеркнем еще раз, имеют 
в вцду соответствие не между программами и алгоритмами, а 
мшщу програішами и вычисляемыми этими алгоритмами функциями 
(так что более точным было бы говорить о "способе программи¬ 
рования вычислимых функций"). Само указанное соответствие 
р*-»х также называют способом программи рования .Итак. мы разли¬ 
чаем способы (- методы, системы) программирования алгоритмов 
и возникающие на их основе способы (= методы, системы) прог¬ 
раммирования вычислимых функций. Как уже отмечалось, способы 
программирования функций выделяются среди всевозможных функ¬ 
ций из р х х вт тем, что они (среди прочих, не полностью, 
бить может, нам известных свойств) обладают свойством гёделе- 
вости. Поэтому указанное свойство гёделевости - для подходя¬ 
щего ансамбля к в качестве иедеконого тожества - само может 
быть предложено (и, действительно, било предложено в докладах 
[Усп 56], [Усп 56а]) в качестве формального определения поня¬ 
тия способа программирования и доюдюа д функций (и, тем самым, 
косвенно в качестве определения понятия прпт»ітм функции ). 
Согласно етоцу определению, способ программирования отождеств¬ 
ляется с главной, или гёдалевой универсальной функцией. Гёдѳ- 
левы универсальные функции (точнее, сопряженные с ними гёделѳвы 
нумерации, см, $ 15) постепенно начали трактоваться в совре¬ 
менных журналах по вычислительной математике в качестве "прос¬ 
тых моделей для языков программирования”, как в [Хар Бей 75], 
или даже просто отождествляться с "системами программирования" 
("ргоягаааівв вуѳ-Ьѳпш") , , как в [ Ыач Вии Янг 78]. 
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Развитие теории алгоритмов показало, что ни конкретный 
выбор вычислительной модели, ни конкретный выбор способа прог¬ 
раммирования (при фиксированной модели) почти не влияет на то, 
какие теоремы о вычислимых функциях и их программах окажутся 
справедливыми; мы говорим "почти", имея в виду некоторые иск¬ 
лючения, связанные с понятием объема (или нормы) программы, 
см. далее. Таким образом, можно утверждать, что - в широких 
пределах - возможна единая теория способов програм¬ 
мирования вычислимых функций. Объяснение этоцу явлению дает 
теорема Роджерса об изоморфизме гёд елевых (» главных) нумера¬ 
ций, которая будет сформулирована в § 15. Из нее вытекает, 
что если х ,Т,Е ( иБ г - произвольные ансамбли, а ѵ и ѵ г - произ¬ 
вольные гёдѳлевы функции для х , х с индексными множествами, 
соответственно, Е 1 и е 2 , то не только существует алгоритмы 
"трансляции" в обе стороны - что очевидно вытекает из опре¬ 
деления гёделевооти - но можно выбрать эти алгоритмы так, что¬ 
бы они вычисляли взаимно обратные функции: существует такой 
изоморфизм б ансамблей в 1 и Е г , что для любых е е в , х € х 
выполнено условное равенство 

Ѵ г (е(е), к)*Ѵ 1 (е, х). 

Требование гёделевооти (Г) не накладывает никаких ограни¬ 
чений на алгоритм /6. В частности, норма объекта л> (і) может 
значительно превышать норму объекта і. Мы можем стрешться 
исключить такую возможность и потребовать, чтобы выполнялось 
неравенствоп( /Э(і))<^(і). (Р азумеется, все сказанное имеет 
смысл только в том случав, если і и в являются нормированными 
ансамблями.) Неравенство ^(л5(і)) Д'"-С і) означает, что *Э(і) 
не содержит "ничего или почти ничего лишнего" по сравнению е і. 

Дадим соответствующие определения. Пусть в - нормирован¬ 
ный ансамбль. Будем называть вычислимую функцию -*Х 

оптимальной , или экономной по норме , если выполнено такое 
свойство: 

(0) для всякого нормированного азамбля I и всякого алго¬ 
ритма (Х:і* х-»у существует ограниченно-искажащий алгоритм 
3:і-» в о областью определения і , для которого ОЦ <і, х)) - 
- у( 3(4*> при всех х о х, і е I. 

Заметим, что поскольку между любыми двумя нормированными 
ансамблями существует (ограниченно-иокажающий) изоморфизм, то 
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Вместо слов * для всякого нормированного ансамбля” в этом оп¬ 
ределении можно было бы (без изменения класса оптимальных 
функций) говорить о каком-то фиксированном нормированном ан¬ 
самбле, например, об ансамбле двоичных слов. Заметим также, 
что свойства (У) и (Г), как нетрудно проверить, являются след¬ 
ствиями свойства (0), (То обстоятельство, что в свойстве (0) 
множество является не произвольным породимым множеством, а 
ансамблем, как легко проверить, несущественно.) 

Первый же вопрос, возникающий в связи с этим определением, 
таков: а существуют ли вообще оптимальные функции? Оказывает¬ 
ся, что ответ на этот вопрос положительный: оптимальную функ¬ 
цию нетрудно построить, используя идеи Колмогорова из [ Коли 
65]. Это построение можно найти в [ Ага 75, с. 44 ] или в [ Шно 
75 ] (в работе Шнорра рассматриваются не оптимальные универ¬ 
сальные функции, а так называемые оптимальные нумерации, но 
это различие несущественно, см. § 15). 

Другой интересный вопрос, возникающий в связи с понятием 
оптимальности, таков: приводят ли известные способы программи¬ 
рования к оптимальным функциям? Как правило, возникающие ре¬ 
зультатные функции оказываются неоптимальными, см. [ Ага 75, 
с. 45]. 

Мы уже упоминали выше теорему Роджерса об изоморфизме гѳ- 
д елевых нумераций. Оказывается, что аналогичная теорема - об 
изоморфизме любых двух оптимальных нумераций - также имеет 
место; она доказана Шнорром (см. следующий параграф). Из нее 
вытекает, что для любых двух оптимальных гёделевых универсаль¬ 
ных функций у, и у, длях ит с индексными множествами е. и 
В 2 существует такой (ограничонно-иокажающий)изоморфизм и нор¬ 
мированных ансамблей Е 1 ив., , что для любых ее Е 1 и х с х вы¬ 
полнено условное равенство 

Ѵ 2 (и(е), х) - У^е, х). 

Представляют интерес и другие требования, которые можно 
пытаться наложить на гёделевы универсальные функции. Можно 
хотеть, к примеру, чтобы транслятор & был бы достаточно быст¬ 
ро работающим алгоритмом, например, требовал бы не более чем 
полиномиального времени. См. об этом в $ 15 в связи с понятием 
полиномиально главной нумерации. 

Все сказанное выше об алгоритмах и их программах можно 
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повторить й для исчислений. С каждым способом программирова¬ 
ния (для дайной порождающей модели и данного ансамблях ) бу¬ 
дет связан тогда программный ансамбльр и множество и с Р* X 
состоящее из тех пар <р, у> , для которых у принадлежит мно¬ 
жеству, порождаемому исчислением с программой р . Это множест¬ 
во (которое естественно назвать результатным >шожеством дан¬ 
ного способа программирования исчислений) оказывается породи- 
мым; исчисления, его иоровдшощиѳ, естественно называть уни¬ 
версальными исчислениями для данного способа программирования. 
Нетрудно сформулировать аналоги (У), (Г'), (0') требований 
(У), (Г) и (0) для произвольного перечислимого подмножества 
ѵ с ЕхУ; как и в случае алгоритмов» множества, соответствую¬ 
щие известным способам программирования, удовлетворяют требо¬ 
ваниям (У) и (Г*), 

Понятие универсального исчисления можно понимать и в бо¬ 
лее широком смысле, введя некоторую кодировку пар. Именно» 
пусть задан некоторый способ кодирования пар <р , сопоставляю¬ 
щий С каждой парой (а, у) некоторый элемент ансамбля кодов 2» 
Тогда с каждым исчислением, порождающим объекты ансамбля з 
будет связано множество V сЕхХ, состоящее из тех пгр <ѳ,у> » 
кодф((е»у>) которых порождается этим исчислением. Если это 
множество обладает свойством (У 4 ) (то есть для всякого поро- 
димсго множества8 объектов ансамблях существует такой объект 
е * Е, что свойства у и <в,у> € Vравносильны), то исходное 
исчисление можно назвать универсальным в широком смысле* Мно¬ 
гие логистические системы (исчисление предикатов,формальная 
арифметика» аксиоматическая теория множеств) оказываются уни¬ 
версальными исчислениями в таком широком понимании. Эти уни¬ 
версальные исчисления появились в математике до формирования 
общего понятия исчисления. Поскольку всю (дескриптивную) тео¬ 
рию исчислений допустимо трактовать как теорию какого-нибудь 
одного универсального исчисления (сравни с трактовкой в § 4 
теории алгоритмов как теории одного универсального алгоритма), 
можно считать» что уточнения понятия исчисления и общая теория 
исчислений зозкикли раньше» чем общее понятие исчисления, В 
этом - своеобразие развития понятия исчисления, отличающее 
это развитие от развития понятия алгоритма (ведь все алгорит¬ 
мы» возникшие в математике до создание общей теории алгорит- 
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нов» ни в каком смысле на могут рассматриваться как универ¬ 
сальные !). 

Отметим теперь связь между способами программирования ал¬ 
горитмов и способами программирования исчислений. Пусть задан 
способ программирования алгоритмов с входным ансамблемX и 
выходным ансамблемх , а также способ программирования исчис¬ 
лений с ансамблем х хХ. Тогда каждая вычислимая функция из 
х в х имеет как вычислительные программы, так и (рассматри¬ 
ваемая как породимоѳ подмножество множества Хх х ) пор ождающие 

программы. Возникает вопрос: можно ли эффективно переходить 
от программ одного типа к программам другого типа (для той же 
функции)? Ответ, как и следовало ожидать, оказывается положи¬ 
тельным - такая возможность обеспечивается свойством (Г), 
справедливым для способа программирования алгоритмов, и его 
аналогом (Г*), справедливым для способа программирования ис¬ 
числений. 

Введение понятия способа программирования (а на абстракт¬ 
ном уровне - понятия гёделевой универсальной функции и соот¬ 
ветствующего понятия для множеств) позволяет сфорцулировать 
рад важных результатов теории алгоритмов. Приведем сейчас не¬ 
которые из них. 

Вторая теорема о рекурсии , принадлежащая Клини (см. [ Родж 
67, гл. И])» утверждает, что невозможен алгоритм, преобразую¬ 
щий всякую программу вычислимой функции в программу совершен¬ 
но другой (т.е. отличной от исходной) вычислимой функции; 
аналогичное утверждение справедливо для программ перечислимых 
множеств. (На самом деле справедливо даже несколько более 
сильное утверждение, позволяющее "эффективно” находить для 
всякого преобразующего программы алгоритма ту программу, ко¬ 
торая переводится им в программу той же самой функции.) 

Естественно задаться вопросом, какие свойства вычислимых 
функций (или породимъ»: множеств) можно алгоритмически распоз¬ 
нать по их программам; оказалось, что никакие, кроме тривиаль¬ 
ных (см. [Райс 53], [Усп 55а], [Усп 60, § 11.2]). Замечатель¬ 
но, что этот факт оказался следствием топологической связнос¬ 
ти системы всех породимых множеств и системы всех вычислимых 
функций при той естественной топологии, которая упоминалась 
в $ 13. В самом деле, множество всех программ множеств (или 
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функций), удовлетворяющих (а также не удовлетворяющих) какому- 
либо свойству» алгоритмически распознаваемому по программам, - 
перечислимо; с другой стороны, любая совокупность множеств 
или функций, для которой все программы членов этой совокуп¬ 
ности образуют перечислимое множество (такая совокупность на¬ 
зывается вполне перечислимой ), оказывается открытой в указан¬ 
ной топологии (см. [Усп 55а]). 

Пусть фиксирован некоторый способ программирования исчис¬ 
лений. Тогда каждая вычислимая операция $ очевидным образом 
приводит к алгоритму, переводящему каждую программу порожде¬ 
ния какого-либо множества а в некоторую программу порождения 
результирующего множества ф(д). Теорема о том, что любая 
вполне перечислимая совокупность множеств открыта в топологии 
из 5 ТЗ, служит также для установления следующего принципи¬ 
ального результата (обратного к упомянутому в начале этого 

абзаца очевидному факту): любой алгоритм, переводящий всякую 
программу в программу же, причем так, что программы одного и 
того же переводятся в программы одного и того же, соответст¬ 
вует некоторой вычислимой операции (см. [Усп 55а], [Май Шеп 

55]). Более точно, пусть х их- перечислимые множества, 

1 - (частичное) отображение из бепСх) в оѳп(х) , задаваемое 
(в разъясняемом ниже смысле) вычислимой функцией ф на програм¬ 
мах': если р - программа дляА« Ог»п.(л)и р(Х) не определено, 
то ср<р) не определено; если Р(А) определено, то ф(ѵ) опре¬ 
делено и представляет собой программу для РІА 1 ) . В этом слу¬ 
чае отображение р может быть продолжено до вычислимой опе¬ 
рации, отображающей 2 х в . 

То же самое верно і: для частичных отображений из Сот(х,х) 
в Сою(0,ѵ), программ вычислимых функций и вычислимых операто¬ 
ров. Сходная теорема верна и для алгоритмов, которые примени¬ 
мы к любой программе всюду определенной функции и дают в ка¬ 
честве результата программу другой всюду определенной функции, 
зависящей только от первой (но не от того, какая из ее прог¬ 
рамм взята): любому такому алгоритму соответствует вычислимый 
оператор (см. [Цей 62, теорема 2]). 

$ 15. ПОНЯТИЕ НУМЕРАЦИИ И ТЕОРИЯ НУМЕРАЦИЙ 

Нумерацией (или более точно, числовой нумерацией) мкожѳст- 
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ва М наз ывае тся произвольное отображение а произвольного мно¬ 
жества всДО на к ; если при этом а(®)=ш , то е называется 
(а-) номером элемента ш (см. [Усп 55а], [Усп 60, § И], [Маль 
61, п. 2Д], [Маль 65, гл, ІУ]), 

Множество.® называется основанием нумерации а (как в [Усп 
60]) или номерным множеством (как в [Маль 61], [Маль 65]) ну¬ 
мерации и . Если е=№, нумерация называется натуральной , как 
в[ Усп 60] или простой . как а [Маль 61], [Маль 65, п, 9.1]. 
Иногда (например, в [Лавр 82]) термин "нумерация” употребляет¬ 
ся как синоним термина "натуральная нумерация". Если каждый 
элемент имеет только один номер (т.е. а является взаимно одно¬ 
значным соответствием),нумерация называется нумерацией без 
повторени й или однозначной нумерацией (см, [Маль 61], [Маль 
65, п. 9.1]), Нумерация называется разрешимой . если существует 
алгоритм, который применим к любой паре элементов из е и дает 
ответ на вопрос, являются они или нет номерами одного и того 
же элемента из м (см. [Маль 61]). 


При естественном более широком понимании понятия нуме 


и 


основанием итерации может служить любое шданожество любого 

ансамбля* Определения однозначности и разрешимости нумераций 
переносятся на общий случай без изменений* В роли натуральных 
нумераций выступают в этом случае нумерации? у которых осно¬ 
ванием служит весь ансамбль* Такие нумерации называются то¬ 
тальными * 

Пусть нумерации а и р одного и того же множества имеют 
соответственные основания в и У ; они называются иаомо 




(см. [ Маль а, п. 2Л], [ЕршЮ 77, гл. 2, § 1]), если для них 
существует изоморфизм» т*е* такое вычислимое взаимно-однознач¬ 
ное соответствие і между вив» что для всякого е€ В выпол¬ 
нено сс(е)г^С^(ѳ)) * Говоря о вычислимости соответствия Г» мы 
имеем в виду, что отображения г и г” 1 являются сужениями не¬ 
которых вычислимых функций на множества в ие соответственно. 
Очевидно, всякая нумерация изоморфна некоторой числовой, а 
каждая тотальная нумерация изоморфна некоторой натуральной; 
поэтому, если пренебречь иэоморфиями, можно ограничиться чис¬ 
ловым! нумерациями; в частности, изучение тотальных нумераций 
можно заменить изучением натуральных нумераций. 
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Примеры нумераций: 

1) Отображение, относящее каждоцу ;?мени из некоторой со¬ 
вокупности имен его денотат (т.е, предмет, носящий это имя, 
см. [Чёрч 56, $ 011); это главная философская мотивировка 
теории нумераций. 

2) Для фиксированного способа программирования отображе¬ 
ние, относяцее каждой программе задаваемую ею вычислимую функ¬ 
цию или задаваемое ею породимое множество (см. [ Усп 56], 

[Усп 56а]); это главная математическая мотивировка теории ну¬ 
мераций. 

3) Система обозначений для ординалов (см. [Родж 67,§ И.7]); 
это главная историческая мотивировка теории нумераций,. 

Все перечисленные примеры представляют собою, вообще гово¬ 
ря, не тотальные нумерации. Нумерация из второго примера мо¬ 
жет быть превращена в тотальную с помощью приема, указанного 
в начале 5 14 и позволяющего каждый элемент программного ан¬ 
самбля рассматривать как программу. 

Алгебраический пример. Каждый из 
вышеприведенных трех примеров дает, конечно, не какую-то одну 
Нумерацию, а целую серию нумераций. Среди "философских" нуме¬ 
раций первой серии имеются нумерации, имеющие ясный алгебраи¬ 
ческий смысл. Речь идет о нумерациях '.онечнопо рожденных ал¬ 
гебр. Пусть некоторая алгебраическая система конечно порожде¬ 
на, т.е. .имеет конечное число образующих и конечную сигнатуру. 
Пусть алфавит Б содержит все имена а 1 ,а 2> ... образующих, все 
имена сигнатурных операций, левую и правую скобки и 

запятую. В ансамбле Б-слов возникает подмножество всевозможных 
замкнутых (т.р. не содержащих переменных) тѳрмоз вида е(а 5 , 
«(а г ,а 1 ),а 3 ) и т.п. (ор. добавление к § 3). Каждый из таких 
термов обозначает некоторый (и притом только один) элемент 
нашей алгебры, причем разные термы могут обозначишь один и 
тот же элемент. Тем не менее обычно говорят "элемент ^(а 2 ,а 1 )", 
а не "элемент, обозначенный через ^(а г ,а 1 ) "; такой способ ре¬ 
чи показывает, что мы используем выражение " г(а г ,а 1 )" тах, 
как используют имя объекта. 

Итак, терм "г(а 2 ,а 1 ) " следует рассматривать как имя неко¬ 
торого элемента алгебры (являющегося, в свою очередь, денотатом 
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этого терма) ; один и тот кв элемент может иметь много имен. 
Поскольку а 1 ,а 2> ... суть образующие, отображение, сопоставляю¬ 
щее с каждым термом его денотат, представляет собой сюръекцию, 
т.ѳ. отображение на весь носитель рассматриваемой алгебраи¬ 
ческой системы. Таким образом, указанное отображение есть ну¬ 
мерация носителя; допуская вольность речи, об этой нумерации 
говорят как о нумерации самой алгебраической системы. Следуя 
Мальцеву (см. [Маль 61, п. 4Л]), эту нумерацию будем назы¬ 
вать стандартной . (Строго говоря, в [Маль 61] стандартной на¬ 
зывается не сама только что построенная нумерация, а некото¬ 
рая изоморфная ей числовая нумерация.) Очевидно, что основа¬ 
ние стандартной нумерации породило (= перечислимо) и даже 
разрешим). 

Нумерация « называется позитивной , если породило (« пере¬ 
числимо) как ее основание в , так и подмножество вс в 2 всех 
таких пар <в,,,е г > , для которых «(е 1 )=«(е г ) (см. [Маль 61, 
п. 2.1]). 

Алгебраический пример (продол¬ 
жение ). Пусть алгебраическая система не только конечно 
порождена, но и конечно задана, т.ѳ. задана конечным числом 
квазитождеств. Как мы видели в добавлении к $ 3, породимо мно¬ 
жество всех таких пар <«.,,*,> , что термы и равны э 
рассматриваемой системе, т.е. обозначают один и тот же элемент. 
Поэтому стандартная нумерация всякой конечно заданной алгеб¬ 
раической системы позитивна. 

Пусть а и Э - две нумерации множества к . Про функцию, 
которая по любому а-номеру любого элемента из ы дает какой- 
то Р-номер того же элемента, говорят, что она сводит акр 
(ом.[ Уоп 60, § И], [Маль 61, п. 2,2]). Говорят, что а сво¬ 
дится по Колмогорову к Э , если существует вычислимая функция,, 
л р л дицая а к Р . Наконец, две нумерации называются эквивалент¬ 
ными относительно колмогоровской сводимости , или, короче, 
^иЬииаиымтоым ч ПО КОЛМОГОРОВУ . ѲСЛЙ ОНИ СВОДЯТСЯ ДРУГ К Другу 

по Колмогорову. 

В ситу ации , когда не рассматривается иных видов сводимости 
и эквивалентное™, слова "по Колмогорову" опускаются. Именно 
т акая ситуация имеет место в настоящем параграфе, и потому мы 
будем говорить просто о сводимости и эквивалентности нумераций. 
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(В ч. Л, 5 5, нам предстоит рассмотреть и другие вида своди¬ 
мости и эквивалентности.) 

Отношение сводимости задает на совокупности всех (число¬ 
вых) нумераций фиксированного множества м предпорядок. Тем 
самым на совокупности всех классов эквивалентности возникает 
частичный порядок. Частично упорядоченное множество классов 
эквивалентности оказывается при этом верхней полуреиѳткой. 

То же построение можно проделать только для натуральных нуме¬ 
раций. В этом случае мы также получим верхнюю полурешетку, 
которая, очевидно, изоморфно вложена в первую. 

Идея абстрактного изучения нумераций была впервые выска¬ 
зана (в связи с изучением систем обозначений для ординалов) 
Колмогоровым в феврале 1954 г. на руководимом им семинаре по 
рекурсивной арифметике в Московском университете (именно, 
Колмогоров сформулировал общее понятие числовой нумерации и 
понятие сводимости нумераций). Эта идея получила развитие в 
исследованиях Мальцева (собранных впоследствии в [ Маль 76] ) 
и его ученика Ю.Л.Ершова. Монографии [ Маль 65] и [ ЕршЮ 77 ] 
подытоживают эти исследования. 

Теорию нумераций можно считать новой самостоятельной об¬ 
ластью математики, рожденной теорией алгоритмов. Самостоятель¬ 
ность этой новой области оправдывается наличием а ней глубо¬ 
ких математических результатов, как почти очевидных, так и 
совершенно неожиданных и нетривиальных. Вот пример результата 
первого типа: тотальная нумерация бесконечного множества яв¬ 
ляется разрешимой тогда и только тогда, когда она эквивалент¬ 
на некоторой однозначной тотальной нумерации того же множест¬ 
ва (см. [ЕршЮ 77, гл. -I, 5 3); мы сошлемся на этот результат 
ниже, в ч. ЗЕ, § 5). А вот пример результата второго типа: для 
любых двух неодноэлементных конечных тожеств верхняя полурешет- 
ка классов эквивалентных натуральных нумераций одного множест¬ 
ва изоморфна верхней полурешѳткѳ классов эквивалентных нату¬ 
ральных нумераций другого множества (см. [ЕршЮ 77, приложе¬ 
ние ЖІ). 

Наиболее разработана теория тотальных нумераций (ср. 

[ ЕршЮ 77, с. 12]). При переходе к нетотальным нумерациям воз¬ 
никают новые эффекты: существует, лаприюр, разрешимая нумера¬ 
ция бесконечного тожества, не эквивалентная никакой однознач- 
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ной нумерации (см. [Шэнь 81]). Как указано выше, для тоталь¬ 
ных нумераций этого не бываем, поэтому нумерация с таким свой.- 
отвом не эквивалентна никакой тотальной. Другим примером ну¬ 
мераций, не эквивалентных тотальным, служат нумерации конст¬ 
руктивного континуума, рассматриваемые в ч. ЗГ, $ 4. Основания 
этих нумераций неперечислимы: действительно, как легко видеть, 
всякая нумерация с перечислимым основанием эквивалентна то¬ 
тальной. 

Вычислимые нумерации 

Большое количество понятий и результатов теории нумераций 
возникло из изучения нумераций, связанных со способами прог¬ 
раммирования (см. второй из приведенных примеров). Некоторые 
из этих понятий по существу уже обсуждались в предыдущей па¬ 
раграфе. Дело в том, что имеется естественное взаимно-одно¬ 
значное соответствие между тотальными нумерациями семейств 
функций из X в X с основанием В и функциями из ЕхХ в х . 

Именно, каждой функции ? из ЕхХ в У соответствует нумерация, 
при которой объект ѳеЕ является номером функции Р е :х 
В обратную сторону: каждой тотальной нумерации соответствует 
функция, относящая паре (ѳ,з) значение функции с номером е 
на элементе х . Если данная функция и данная нумерация соот¬ 
ветствуют друг другу при описанном только что взаимно-одно¬ 
значном соответствии, то мы будем называть их сопряженными . 
Теперь мы можем перевести некоторые введенные в § 14 понятия 
на язык теории нумераций. Пусть х , х и Е - некоторые ансамбли. 

(1) Тотальная нумерация <А.семейства функций из X в х с 
основанием нумерации е называется вычислимой (см. [Усп 55а], 
[Лавр 77]), если сопряженная с ней функция, то есть функция, 
сопоставляющая паре <е,х> значение функции с номером в на 
элементе х , является вычислимой. 

(2) Тотальная вычислимая нумерация семейства Сош(Х, X) 
с основанием нумерации Е называется главной (см.[ Усп 55а], 

[Усп 60, § И]), или гёделевой , если сопряженная с ней функ¬ 
ция является гёделевой универсальной функцией, как легко ви¬ 
деть, это эквивалентно тоцу, что всякая вычислимая нумерация 
семейства Сош(Х,Х) сводится к ней. 

(3) Пусть ансамбль в нормирован. Тогда имеет смысл гово¬ 
рить об оптимальных нумерациях. Именно, тотальная вычислимая 
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Нумерация семейства Сот(х,Х)с основанием нумерации Б назы¬ 
вается оптимальной . или шнорровой , или экономной по объему 
номеров , если сопряженная с ней функция является оптимальной 
гёдѳлевой универсальной функцией; как легко видеть, это экви¬ 
валентно тому, что всякая вычислимая нумерация семейства 
Сот(х, х), основание которой является нормированным ансамб¬ 
лем, сзодится к ней с помощью ограниченно-искажаащѳго алго¬ 
ритма. 

Как ацдно из этих определений, всякая главная нумерация 
вычислима, а всякая шноррова нумерация - главная. Как отмеча¬ 
лось в § 14, оптимальные гёдѳлевы универсальные функции су¬ 
ществуют; тем самым существуют и шнорровы (и тем более глав¬ 
ные и вычислимые) нумерации семейства Оот(Х, X). 

Распространим теперь введенные понятия на несколько более 
общий случай. Именно, дадим определение вычислимой нумерации 
для случая нумераций, не являющихся тотальными, а также опре¬ 
деление главной нумерации для случая не обязательно тотальных 
нумераций не обязательно всего семейства Оою(х,х) (а лишь 
некоторого подмножества). Эті- определения будут таковы: 

(I') Нумерация « семейства функций из X в X , основанием 
которой является подмножество Б* некоторого ансамбля Б , на¬ 
зывается вычислимой , если *• породило и функция кз М аК , 
ставящая в соответствие паре<е,зф значение функции с номером 
е на аргументе ж в том случае, если ее Б', и не ставящая в 
соответствие ничего, если в «Г е; является вычислимой. 

Для случая тотальных нумераций это определение, очевид¬ 
но, совпадает с данным выше определением (I). Разница между 
определениями (I) и (!') не очень существенна: как легко ви¬ 
деть, всякая вычислимая нумерация эквивалентна некоторой то¬ 
тальной вычислимой нумерации (ср. сказанное выше о нумерациях 
с перечислимым основанием). 

(2 / ) Вычислимая нумерация а некоторого семейства 
ВсСою(Х,х) называется главной , или гёделевой . если всякая вы¬ 
числимая нумерация этого семейства сводится к ней. 

В силу сказанного выше об эквивалентности воякой вычисли¬ 
мой нумерации некоторой тотальной вычислимой нумерации, не¬ 
важно, будем ли мы требовать сводимости к ос всех вычислимых 
нумераций или только тотальных. Поэтому определение (2) являет- 
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ся частным случаем определения (2 1 )* Семейство в с Оош(хд) 
может обладать вычислимой нумерацией, но не обладать главной 5 
таково, например, семейство всех примитивно-рекурсивных функ- 
ций из н в N (см. [ЕршЮ 77, гл. I, § 2]). 

Все сказанное вше может быть перенесено на случай нуме¬ 
раций семейств породимте множеств (вместо вычислимых функций). 
Приведем соответствующие формулировки. Пусть И и Б - некото¬ 
рые ансамбли. Нумерация а некоторого подмножества 8 множест¬ 
ва Огеп(Ф) , основанием которой является подмножество е'се , 
называется вычислимой , если множество Е* и множество {( е,ѵ> | 
|е « Е ' ,ѵ?еа(е)} породним. Вычислимая нумерация « некоторого 
семейства Всбеп(ж)называется главной .или гёделевой . если 
всякая вычислимая нумерация этого семейства сводится к ней. 
Пусть теперь ансамбль 1 нормирован. Тотальная вычислимая ну¬ 
мерация семейства бѳп(да) , основанием которой служит е, на¬ 
зывается оптимальной, или шнорровой . или экономной по объему 
номеров , если всякая вычислимая нумерация этого семейства, 
основание которой является нормированным ансамблем, сводится 
к ней с помощью ограниченно-искажащего вычислимого отображе¬ 
ния. 

Каждая вычислимая функция из X в 7 может рассматриваться 
как породимоѳ подмножество х *7. Поэтому нумерации семейств 
вычислимых функций могут рассматриваться также и как частный 
вид нумераций семейств породиыых множеств и утверждение о вы¬ 
числимости некоторой нумерации некоторого семейства вычисли¬ 
мых функций может пониматься двояко: либо в соответствии с 
данным выше определением (2), либо как утверждение о вычисли¬ 
мости нумерации соответствующего семейства породиыых множеств. 

Легко проверить, что эти два понимания равносильны. Это заме¬ 
чание можно отнести к понятию главной нумерации семейства вы¬ 
числимых функций: здесь также возможны два понимания, и они 
также равносильны. (К шнорровым нумерациям сказанное не отко¬ 
сится, так как, говоря о щнорровости нумерации, мы предпола¬ 
гаем, что ока является нумерацией всего Сот(Х,7) или всего 
&еп(й) .) Сформулируем теперь упоминавшіеся в 5 14 теоремы 
Роджерса и Шнорра. 

Теорема Роджерса . Для любых ансамблей X и 7 гё делеза ну¬ 
мерация множества Сов(Х,7) единственна с точность» до изомор- 
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фиэяа, осуществляемого вычислимым взаимно-однозначным соответ¬ 
ствием между основаниями нумераций (см. [Рода 58], [Маль 63, 
теорема 7Д], [Маль 65, § 9, теорема 5]). 

Аналогичное утверждение верно для гёделевых нумераций 
множества Ѳва(В) при любом ансамбле и. 

Теорема Шнорра . Для любых ансамблей ХиІ шиоррова нуме¬ 
рация множества Сот(Х,Х) единственна с точностью до изомор¬ 
физма, осуществляемого вычислимым взаимно-однозначным ограни- 
чѳнно-искажающим (в обе стороны) соответствием между основа¬ 
ниями нумераций (см. [Шко 72], [Шно 75]). 

Аналогичное утверждение верно и для шнорровых нумераций 
множества Ѳеп(Т) при любом ансамбле V. 

Заметим, что и в определении гэделѳвой нумерации, и в оп¬ 
ределении шнорровой нумерации, так же как и в теоремах Роджер¬ 
са и Шнорра, на сложность вычисления функции, осуществл яющ ей 
сведение нумераций, не накладывается никаких ограничений. Од¬ 
но из самых естественных требований подобного рода состоит в 
принадлежности сводящей функции классу ,Р. Приняв его, мы 
приходам к такому определению. 

(4) Пусть а есть тотальная вычислимая нумерация семейства 
Сот(х» х), основанием которой служит словарный ансамбль. Ну¬ 
мерация а называется полиномиально главной (или полиномиально 
г ёделевой - "роіупоюіаі Ыже Оойеі * согласно [Мая Вин Янг 78]), 
если всякая нумерация семейства сот(х,х^эснованием которой 
служит словарный ансамбль, сводится к ней с помощью функции 
из класса Р. 

Это понятие впервые приведено в работе [Хар Бей 75]. В 
этой же работе поставлена следующая проблема: имеет ли место 
аналог теорем Роджерса и Шнорра для полиномиально глазных 
нумераций? Более точно, верно ли, что полиномиально глазная 
нумерация единственна с точностью до изоморфизма, осуществля¬ 
емого с помощью вычислимого взаимно однозначного отображения, 
лежащего шесте с обратным к ному в классе іР? (Существование 
полиномиально главной нумерации легко доказать.) Эта проблема 
остается открытой. В [Мая Вин Янг 78, теорема 2.6 (а)] пока¬ 
зано, что ѳсли^вЖР, то ответ на поставленный вопрос - уѵвер*- 
днтелышй. Другой частичный результат э этом иаправлекш полу¬ 
тон в [Харт 82], где доказано, что все долиномиалыю глаэше 
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нумерации, обладающие некоторыми дополнительными (на наш 

взгляд, мало естественными) свойствами, могут быть получены 
одна из другой с помощью изоморфизма описанного выше типа. 

Сфорцулируѳм теперь две серии результатов, типичных для 
теории вычислимых нумераций. 

Результаты первой серии касаются существования и количест¬ 
ва (рассматриваемых с точностью до эквивалентности) однознач¬ 
ных вычислимых нумераций того или иного семейства породимых 
множеств (в частности, вычислимых функций). Если семейство 
конечно, проблематика становится тривиальной. Для бесконечно¬ 
го семейства всякая его однозначная вычислимая нумерация эк¬ 
вивалентна (и даже изоморфна) однозначной вычислимой натураль¬ 
ной нумерации; поэтому при изучении нумераций с точностью до 
эквивалентности безразлично, рассматривать ли все нумерации 
или только натуральные. Исследования а этой области начались 
со статьи Фридберга [Фри 58], в которой были построены одно¬ 
значные вычислимые нумерации семейств Оеп(») и Сот(х,т). 
(Такие нумерации, как нетрудно видеть, не могут быть главны¬ 
ми. ) Возник вопрос о числе однозначных вычислимых нумераций 
этих семейств (с точностью до эквивалентности). Сперва Пур-Эл 
установила, что для Сот(Х,т) это количество не менее двух 
(см. [Пур 64]). Затем Хуторецкий (см. [Хут 69]) обнаружил, 
что оно бесконечно - и для а еп(ѵ) , и для Сот(Х,Т). Оставался 
вопрос, каким это количество может быть вообще, т.е. для про¬ 
извольных семейств лородимых множеств и вычислимых функций. 
Известны были лишь примеры семейств, для которое это количество 
равно бесконечности, единице (такой пример строится без труда) 
и нулю (пример семейства, для которого вычислимые нумерации 
существуют, но среди них нет однозначных, можно найти, напри¬ 
мер, в [ЕршЮ 77, гл. I, § 6]). В 1972 г. Марченков (см. [Марч 
72]) показал, что для семейства всюду определенных (опреде¬ 
ленных на всем х) функций число попарно неэквивалентных од¬ 
нозначных вычислимых нумераций может быть равно либо единице, 
либо бесконечности. Как установил Гончаров (ом. [Гон 80], 

[ Гон 80а]), существуют семейства породимых множеств и вычис¬ 
лимых функций, для которых число неэквивалентных однозначных 
вычислимых нумераций равно любому наперед заданному натураль¬ 
ному числу. 
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Вторая серия результатов связана с изучением алгебраичес¬ 
кого строения верхних полурешеток, которые образованы отношѳ-г 
ниѳм сводимости на классах эквивалентных вычислимых нумераций 
различных семейств породимых множеств, Приведем наиболее об¬ 
щие результаты о таких полурѳшѳтках* Всякая, непустая полуре- 
летка вычислимых нумераций либо одноэлементна, либо бесконеч¬ 
на, см. [Хут 71, следствие 4]; если полурешетка вычислимых 
нумераций содержит более одного элемента, то она не является 
решеткой ( [Сел 76, теорема 1]). Главные нумерации и только 
они представляют собой наибольшие элементы полурешеток вычис¬ 
лимых нумераций, поэтому наибольших элементов может и не быть: 
как уже отмечалось, семейство всех примитивнорекурсивных функ¬ 
ций не имеет главной нумерации (более того, как доказано в 
[Марч 72,теорема 3 ],полурешетка всех (вычислимых) нумераций 
любого семейства общерекурсивных функций ,содержащая более од¬ 
ного элемента,не имеет наибольшего элемента). Исследовались и 
минимальные элементы полурешеток.Исторически первыми примерами 
вычислимых нумераций, являющихся минимальными элементами 
соответствующих полурешеток, были однозначные вычислимые ну¬ 
мерации ряда семейств. Конструкции таких нумераций для основ¬ 
ных семейств, например, для веп(Ѵ) , оказались весьма нетри¬ 
виальными (см. [Ыаль 65, п. 7.4]). В [Вью 73, следствие тео¬ 
ремы 1] построен пример семейства породишх множеств, полурѳ- 
шѳтка вычислимых нумераций которого непуста, но не имеет ми¬ 
нимальных элементов. В [ЕршЮ Лав 73, замечание 1] найдены 
алгебраические инварианты, позволившие доказать неизоморф¬ 
ность полурешеток вычислимых нумераций для ряда естественных 
семейств: так, этим методом доказано, что попарно неизоморфны 
полурѳшѳтки вычислимых нумераций семейств {0, {О}}, (0,(0), 
{0,1}},..., {0, {0 },...,{о,1,...,а}},..С другой стороны, в 
[Дени 76, следствие 3] доказано, что полурешѳтки вычислимых 
нумераций семейств {0, {0},...,{п}} и {0, {О),...,{»}} изо¬ 
морфны для любых ш,п еЫ. 

Нумерованные множества 

Множество, рассматриваемое вместе с какой-либо своей ну¬ 
мерацией, называется занумерованным , как в [Усп 55а], [Уел 
60], или нумерованным . как в [Маль 61], [Маль 65], множест¬ 
вом; если нумерация натуральная, множество называется дату- 
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сально (за)нумерованным. 

Наличие у множества и нумерации позволяет говорить о вы¬ 
числимости функций из г в К и о разрешимости подмножеств м 6 
(относительно данной нумерации). Именно, функцию м ес¬ 

тественно называть вычислимой относительно нумерации ѵ, если 
существует такая вычислимая функция <р , что 

ѵ(ч>(ѳ і5 ...,е к )) ~ гСѵСе^, ...,ѵ(е к )) 
для любых е 1 ,«,е к е где 1! - основание нумерации ѵ. 
Разрешимость РС означает существование такой вычислимой 
функции х» что для всех ев $ 

^ѵСе^ )|• • • $ѵ (е 8 ))е Р хС®^*•*•** О 
( ѵ ( е 1 )*• • * § Ѵ (® 0 ))Х 3? ** 3:8 і 

Натурально нумерованные шокѳства образуют естественную 
категорию, в которой они выступают в роли объектов. Морфизмом 
из натурально нумерованного множества М 1 (с нумерацией «,) 
в натурально нумерованное множество м г (с нумерацией « 2 ) на¬ 
зывается отображение д * М 1 -*М 2 , для которого существует всюду 
определенная на ^ вычислимая функция 2, такая, что ца 1 
Ряд известных свойств нумерованных множеств удается сформули¬ 
ровать в теоретико-категорных терминах (см. [ЕршЮ 77, глава 2}). 

Можно рассматривать и категорию, образованную всеми нуме¬ 
рованными, а не только натурально нумерованными множествами. 

При таком подходе морфизмами нужно, по-видимому, считать те 
отображения д нумерованного множества М,с нумерацией <*, в 
нумерованное множество М 2 с нумерацией <х 2 , для которых су¬ 
ществует такая вычислимая функция для которой при всех х , 
принадлежащих основанию нумерации « , во-первых, определены 
значения ?(х) и а г (*(х)) и, во-вторых, выполнено равенство 
а г (і(х))= й (« 1 (х)) , Возникающая категория в литературе не 
изучалась, хотя, по мнению авторов, ее изучение не менее ес¬ 
тественно, чем изучение категории натурально нумерованных 
множеств. 

Существуют некоторые естественные операции, позволяющие 
получать из одних нумерованных множеств другие. К их числу 
относятся операции прямого произведения, сужения, кортежного 
распространения и факторизации, описанные в начале § 5 из 
ч. К. 
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§ 16. НАЧАЛО СОЗДАНИЯ ИНВАРИАНТНОЙ, ИЛИ МАШИННО- 
НЕЗАВИСИМОЙ ТЕОРИИ СЛОЖНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЙ 

Под инвариантной теорией сложности понимается такая, ре¬ 
зультаты которой формулируются независимо от выбора той или 
иной вычислительной (или порождающей) модели. Здесь возможны 
три пути. 

Первый - поиск таких широко понимаемых оценок сложности, 
которые не зависят от выбора вычислительной модели. В 5 7 уже 
шла речь о тон, что при определении класса ^можно (без изме¬ 
нения класса) рассматривать разные вычислительные модели* По 
существу при определении класса Р мы используем не одну верх¬ 
нюю оценку, а класс верхних оценок, отличающихся друг от дру¬ 
га преобразованиями некоторого семейства. Более точно, рассмот¬ 
рение оценок сложности с точностью до преобразования из дан¬ 
ного семейства преобразований означает следующее. Сложностной 
класс задается некоторой системой оценок, причем для любых 
двух оценок а, Э из рассматриваемой системы существуют такие 
преобразования ц , ѵ из фиксированного множества, что а< Ц о р 
и Р< Ѵоа(так, все невырожденные полиномы получаются один из 
другого возведением в ограниченную и отделенную от нуля сте¬ 
пень). Функция считается принадлежащей к данному сложностноцу 
классу, если сложность ее вычисления может быть ограничена 
какой-нибудь оценкой из рассматриваемой системы. В соответст¬ 
вии со сказанным выше ,Р можно определить как класс функций, 
время вычисления которых линейно ограничено с точностью до 
возведения в ограниченную и отделенную от нуля степень. 

Второй путь - попытаться какие-то параметры данного пред¬ 
ставителя вычислительной модели вкличить в качестве аргумен¬ 
тов в сложностную функцию. Четкая и содержательная формализа¬ 
ция этих параметров представляет значительные трудности, до 
сих пор в качестве таких параметров рассм ат ривались число 
лент и мощность алфавита многоленточных машин Тьюринга (см., 
например, [Сей 77]). 

Третий путь - аксиоматический. Блюм в [Блюм 67] предложил 
две аксиомы, которым удовлетворяет любая разумная сложность 
вычисления; в этих аксиомах понятие сложности вычисления фор¬ 
мализовано в виде понятия меры сложности. 
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Для фиксированной главной (для хд с индексным множест¬ 
вом Б ) функции ТгБхХ-»Х мерой сложности называется вычислимая 
функция 0:БхІ-*М , удовлетворяющая следующим двум аксиомам 
(см. [Блюм 67]): 

•I) 7 ( 1 , 2 ) определено ** с(і,х)опредеяено; 

2) множество (<і,х,у> |С(1,х)* у) разрешимо. 


Примерами мер сложности являются время и емкость вычисле¬ 
ний на машинах Тьюринга, описанные в § б, так же как и многие 
другие варианты понятий времени и емкости. В [Блюм 67] дока¬ 
заны две замечательные теоремы о мерах сложности. Приведем 
их формулировки. 


Пусть 0 1 ,С г - две меры сложности (для -одной и той же глав¬ 
ной функцииV).Тогда существует такая вычислимая функция В: 
Х*Ы-*М с областью определения , что для всех іеі нера¬ 
венство С 2 (і,х) < В(х,С (і,х)) выполнено для всех х, для ко¬ 
торых ѵ(і,х) определено, кроме конечного юс числа. 

Теорема об ускорении. Пусть 0 - мера сложности и пусть 
В - всюду определенная вычислимая функция из ^ в ы . Тогда 
существует такое разрешимое подмножество д множества х (харак¬ 
теристическая функция которого обозначается далее через х А >. 
что для любого І€В , для которого Ѵ(і,х)= х А (х)при всех X, 
существует такое 3, что 7(3,х)= х А (х) при всех х и для всех 
х , кроме конечного числа, имеет место неравенство о(і» х) 2 
> Н(С(3, х)). 

Теорию Блюма можно рассматривать как "дескриптивную часть" 
метрической теоріи алгоритмов. Действительно, понятия и мето¬ 
ды подхода Блюма очень близки к классической дескриптивной 


теории алгоритмов. 

Конечно, чрезвычайная общность аксиом Блюма влечет опре¬ 
деленные неудобства: чем шире класс мер сложности, удовлетво¬ 
ряющих этим аксиомам, тем меньше можно о них доказать. Приве¬ 
ден приюэр одного из возможных дополнительных требований, 
предъявлявши к мерам сложности. Кажется естественным рассмат¬ 
ривать в качестве сложностей только такие функции, сложность 
вычисления которых невелика, например, не превосходит значе¬ 
ния самой сложностей функции. Можно (при т*Н) добавить 
трет» аксиому к аксиоматике сложности: 
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ѴіЗЗ Ѵж(с(і,х) ~ К3,х) & Т(3,х) 2: ОО.Х)). 

Такие сложности, как время и емкость для многоленточных машин 
Тьюринга, удовлетворяют этой аксиоме (и даже ее эффективное 
варианту, в котором з алгоритмически находится по і). В 
[Харт Хоп 71, $ 4] мера сложности называется удобной (ргорег), 
если она удовлетворяет "эффективное" варианту третьей аксио¬ 
мы. 


§ 17, ТЕОРИЯ СЛОЖНОСТИ И ЭНТРОПИИ КОНСТРУКТИВНЫХ ОБЪЕКТОВ 

Общий подход к понятию сложности конструктивного объекта 
как минимального объема описывающей этот объект программы 
принадлежит Колмогорову (см, [Колм 65]). (Независимо, хотя и 
в менее ясном виде, аналогичные идеи были высказаны Соломоно¬ 
вым в [Сол 64]), В ходе раэетия этого подхода выяснилось, 
что различным интуитивным представлениям о сложности соответ¬ 
ствуют различные точные определения. 

На интуитивном уровне указанные различия возникают по 

следующим причинам. Любой конструктивный объект (например, 
слово) можно рассматривать как сообщение о нем самом, а можно 
рассматривать как сообщение одновременно обо всех объектах, 
в каком-то смысле его содержащих (например, обо всех продол¬ 
жениях слова). При втором подходе естественно считать, что 
программа, описывающая объект, может задавать не обязательно 
в точности его, а лишь какое-то его продолжение. Аналогичные 
соображения относительно соотношения "часть - целое" имеют 
место и для самих описаний объектов. В частности,если описание 
и некоторая его часть задают какие-то объекты, то, при некото¬ 
рой точке зрения, эти объекты не могут "противоречить друг 
другу", они должны быть "согласованы". Таким образом, на рас¬ 
сматриваемом ансамбле должно быть задано отношение "согласо¬ 
ванности". Пример отношения согласованности: "один из двух 
объектов - часть другого". Естественно предполагать, что от¬ 
ношение согласованности разрешимо. 

В свете сказанного, в данном пункте термином "ансамбль" 
обозначается произвольный ансамбль, р «лмм» рі тйі>у^ вместе о 
заданным на нем произвольным раэрешимш бинарным отношением, 
наз ываемы м отношением согласованности . Пусть! и X - анс а м бл и. 
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Рассмотрим следующее условие, налагаемое на отношение в между 
элементами ансамблей Хит: 

(х и х'согласованы) в» В(х,у) & Е(х',уО * (у и у 1 
согласованы). 

Произвольное перечислимое отношение в между ансамблями X и 7, 
удовлетворяющее этому условию, называется способом описания 
(элементов из х посредством элементов из X). Объект х назы¬ 
вается описанием объекта у при способе в, если имеет место 
В(х, у). 

В дальнейшем центральную роль будут играть ансамбли N и 
3 - ансамбли описаний. Здесь через ^ обозначен ансамбль 

натуральных чисел с отношением равенства в качестве отношения 
согласованности, а через 3 - ансамбль всех слов в алфавите 
{О, 1} со следующим отношением согласованности: слова согла¬ 
сованы, если одно из них - начало другого. На этих ансамблях 
заданы нормы: в н нормой слова считаем его длину, в N нор¬ 
мой числа х считаем целую часть числа 1ое 2 (хИ) (эти нормы 
мы рассматривали в $ 6). Чтобы подчеркнуть, что мы рассматри¬ 
ваем не произвольные нормы на з и а некоторые конкретные, 
ш будем называть эти нормы пгКдшши и обозначать буквой. 1. 

Итак, пусть X - это один из ансамблей N или з, пусть 
X - произвольный ансамбль и пусть В - какой-либо способ 
описания. Сложностью Е^Су)объекта у при способе описания В 
называется наименьший объем описания этого объекта (если опи¬ 
сания не существует, то сложность равна »). Пусть, например, 

X = {Ц, і = з, а в состоит из всех пар вида <х,у> , где 

программа какого-то нормального алгорифма ОС:N -♦ {О, I}, а 
у - начальный отрезок последовательности Оі(О) , 01(1), 0С(2), 
...; тогда % - это введенная Марковым (см. [Марк 64], [Марк 
67]) сложность разрешения. 

Как установил Колмогоров в [Коди 65], среди всех способов 
описания в (при фиксированных хи т, у Колмогорова х а х =Ф0 
имеется оптимальный в 0 , то есть такой, что для всякого спосо¬ 
ба в выполнено Ед . Для данных ансамблей X ,Т сложность 
объекте у при произвольном фиксированном оптимальном способе 
описания на з ы вается энтропией Х(у) этого объекте; для того, 
чтобы явно указать ансамбль Хи X, говорят об X- X -энтропии. 
Таким образом, х-х -энтропия есть отображение множества х в 
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Ми {«*}. Конечно, для данных х,х существует много х-Х- 
энтропий. Однако все эти функции асимптотически эквивалентны! 
это значит, что для любых двух X - X-энтропий к' и X м выпол¬ 
нено (асимптотическое) неравенство |ХЧу)-Х п (у)| ^ О .С 
точностью до этой эквивалентности X- X -энтропия единственна. 

Фактически, само понятие энтропии определено с точностью до 
этой эквивалентности. 

Основная лемма (почти очевидная). Для любой вычислимой 
функции X из Н в верно, что (N -Н-энтропия Х(п) ) <: 

(К - N-энтропия и ). В общем случае, пусть о, у - произвольные 
ансамбли, х - способ описания элементов ѵ посредством элемен¬ 
тов О ; тогда неравенство (х -У -энтропия ѵ ) ^ (х -0 -энтро¬ 
пия и ) имеет место для любых и ,т, для которых выполнено 
В(и, г). 

Наиболее изучен случай, когда не только X , но и X выбира¬ 
ется из числа ансамблей Й, г . При комбинации двух возмож¬ 
ностей для X с двумя возможностями для X получаются четыре 
энтропии: М-Н -энтропия, или простая колмогоровская энтропия 
( см. [Коли 65]), N-2 -энтропия, или энтропия разрешают (см. 
[Зво Лов 70]), з -з -энтропия, или монотонная ЭНТРОПИЯ (ом. 

[Лев 73]), г -Н-энтропия, иди префиксная энтропия (см. [Лев 
76]). 

Медду этими энтропиями имеет место ряд соотношений. Дня 
удобства их формулирования укажем в явном виде один ограничен- 
но-искажащий изоморфизм между нормированными ансамблями 
<$&!> и (5,1) . Изоморфизм этот таков: ноль •* пусто 6 слово, 
один « 0, два «* 1, три «00,... ; другими словами, числу соот¬ 
ветствует слово, получаемое из двоичной записи х ♦ 1 отбрасы¬ 
ванием начальной единицы. Соотношения между энтропнямм ш 
представим в виде таблица. Все равсимриваеше энтропии суть 
отображения в]^ , их областями определения являются или г, 
однако, пользуясь построенным только что изоморфизмом, м бу¬ 
дем рассматривать все энтропии как отображения г -* N . Назва¬ 
ние энтропии пишем перед К. Для любых дзух функций Хне функ¬ 
ция х стоит в таблице левее в тогда и только тогда, когда ш- 
полнено х 
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Как нетрудно проверить, все четыре указанные в таблице энтро¬ 
пии отличаются друг от друга не более чем на с іов г 1(х), 
где С - некоторая константа; эта оценка не может быть сущест¬ 
венно улучшена: существует бесконечно много слов х, для кото¬ 
рых ымх(х) - зек(х) а С 1 1ов 2 1(х) , а также бесконечно много 
слов у, для которых знк(у)-ннк(у) 2 : с і іоб 2 Ку) , где 
О - некоторая положительная константа. В качестве примера 
других свойств энтропий укажем на монотонность монотонной 
энтропии: если слово ж является началом слова у, то 
ЕНК(х)< ЕЕК(у). 

Одним из применений понятия энтропии является возможность 
"энтропийной" характеризации таких понятий-антиподов, как вы¬ 
числимость и случайность. Интуитивно, вычислимая последова¬ 
тельность задается некоторым законом, т.е. сложность ее на¬ 
чальных отрезков ограничена. Если теперь эту интуитивную слож¬ 
ность понимать как монотонную энтропию, приведенные соображе¬ 
ния переходят в следующую теорему: 

Последовательность вычислима *» монотонная энтропия ее 
начальных отрезков ограничена +► энтропия разрешения ее на¬ 
чальных отрезков ограничена (си. [Зво Лев 70, теорема 2.2]). 

Интуитивно, случайная последовательность не обладает ника¬ 
кими закономерностями - сложность ее начальных отрезков мак¬ 
симальна. Понимая по-прежнему сложность как монотонную энтро¬ 
пию, можно рассматривать предыдущую фразу как определение 
случайности (см. об этом ч. Я, § 6). 

Било бы очень интересно ввести понятие энтропии с ограни¬ 
чениями на. сложность вычислений - понятие, намеченное Колмо¬ 
горовым в [Коли 65]; некоторые попытки такого рода имеются в 
[Оно 77]. 

Наряду с энтропией конструктивного объекта рассматривает¬ 
ся условная энтропия одного объекта относительно другого. Для 
ее определения к ансамблям I и I добавляется еще один ансамбль 
ансамбль условий а. Фактически условная энтропия изучалась 
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только при 2 =і-а=К (см. [Колм 65]). В этом случав способ 
условного описания в определяется как произвольное перечисли¬ 
мое отношение на X «X *А, удовлетворяющее условию: Е(х,у,а) & 

& Е(х,у\а) *»у=у*, Если В есть способ условного описания, 
можно ввести следующее понятие и обозначение - условную слож¬ 
ность %(?| а) объекта у относительно объекта а при способе 
описания В. По определению %Су|а) зсть минимальный из объ¬ 
емов тех х, для которых выполнено Е(х,у,а) . Среди всех спо¬ 
собов условного описания имеется оптимальный, т.е. такой спо¬ 
соб в 0 , что для всякого способа в выполнено к» ^ Ец. В част¬ 
ности, оптимальным является любой способ В 0 , полученный соот¬ 
ношением Н 0 (х,у,а) 4» 7(х,а)=у, где V - некоторая оптимальная 
гѳделева функция для ансамблей А , У с индексным множеством 
X (см. § 14). Условная сложность при оптимальном способе опи¬ 
сания называется условной энтропией и обозначается К(у|а) . 
Если в условной энтропии К(у| а) произвольным образом фиксиро¬ 
вать а , то получится простая колмогоровская энтропия, прячем 
все простые колмогоровские энтропии могут быть получены из 
условных энтропий таким способом. Именно так и была введена 
Колмогоровым его простая энтропия в [Колм 65]. 

Уже шея в распоряжении понятие энтропии , можно с новой 
точки зрения посмотреть на свойство экономности (по норме, 
см. § 14). Естественно теперь понимать требование "р не со¬ 
держит ничего лишнего по сравнению с і " так: (простая колмо¬ 
горовская) энтропия р может превосходить энтропию 1 не более 
чем на константу, не зависящую от 1 . Оказывается, что при 
таком понимании всякая главная универсальная функция является 
экономной (теперь уже не по норме, а по энтропии). Получаем 
следующее свойство, которым обладает любая главная универсаль¬ 
ная функция ѴіЕЬХ -* Т: 

(ЭЭ) для каждого ансамбля X и каждого алгоритма ОС: 

Б.Х-» X существует такой алгоритм областью определе¬ 

ния і , что ОС«і,*>) ~ ѴСЭ(І) ,Х) и мж( д(і))^Нгх:Сі) ; здесь 
при определении энтропии мы считаем, что отношение согласован¬ 
ности на В и х совпадает с отношением равенства. 

В частности, для любой известной вычислительной модели и 
любого известного способа программирования результатная функ¬ 
ция является экономной по энтропии программ, т.е. обладает 
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свойством (ЭЭ) с программным ансамблем в качестве в . 

Введение понятия энтропии слова позволяет по-новому взгля¬ 
нуть и на вопрос о сложности распознавания множеств. Сложность, 
в частности, время вычисления есть функция аргумента алгорит¬ 
ма. Можно считать, что один алгоритм работает дольше другого, 
если для временных функций выполняется соответствующее нера¬ 
венство в каждой точке. При таком подходе, однако, может ока¬ 
заться, что алгоритмы, предназначенные для распознавания двух 
таких множеств слов, которые получаются друг из друга переиме¬ 
нованием букв, имеют несравнимые сложности. В то же время 
ясно, что эти алгоритмы, по существу, представляют собой один 
и тот же алгоритм. Чтобы расширить отношение равной сложности 
вычисления и на такие алгоритмы, слова группируют в классы 
по их длинам и строят новую сложностную функцию, переходя к 
максимуму в каждом классе. Однако и это не решает проблему. 
Скажем, если ко всем словам некоторого множества двоичных 
слов приписать в конце 100 нулей, или каждую букву в слове 
повторить дважды, может получиться множество, распознаваемое 
проще исходного. Можно, однако, поступить иначе: отнести к 
одному классу не все'олова данной длины, а все слова данной 
энтропии с каким-либо фиксированным ограничением на сложность 
вычислений (скажем, рассматривать вычисления в реальное вре¬ 
мя). Это приведет к тоцу, что сложностью функции для множеств 
интуитивно одинаковой сложности окажутся близкими. 

$ 18. УДОБНЫЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МОДЕЛИ 


Сейчас мм дадим единообразное описание некоторого класса 
вычислительных моделей. Для этого начнем с примера - много¬ 
ленточных мамин Тьюринга с входной и выходной лентами. 

Непосредственное наблюдение показывает, что такая машина 
имеет управляющее устройство (процессор), которое может нахо¬ 
диться в одном из конечного числа состояний, оно взаимодейст¬ 
вует с информационными устройствами - входной, выходкой и ра¬ 
бочей лентами. Взаимодействие происходит посредством отдачи 
приказаний и получения ответных сигналов. Набор приказаний 
для входной ленты таков: "Налево!", "Нахправо!", для рабочей 

ленты - вдобавок к этим двум - "Печатай а!" (для всех а из 
алфавита ленты); для выходной лент - "Печатай & и направо!", 
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Сигналы от входной и рабочей лент таковы: "Вижу а " (для всех 
букв соответствующего алфавита); от выходной ленты сигналов 
не поступает. 

Эта картина может быть обобщена и на другие типы вычис¬ 
лительных моделей. В частности, видно, что характер различных 
информационных устройств может быть совершенно различным. Ска¬ 
жем, входное устройство может быть лентой, а рабочая память 
(состояние рабочего устройства) - колмогоровским комплексом. 
Описанная схема наглядно отражает и выделение различных уст¬ 
ройств в реальных ЭВМ. В эту схему можно внести - мы так и 
сделаем - и еще одну особенность реальных ЭВМ - наличие прог¬ 
раммы, подаваемой извне. Для этого нужно лишь добавить еще 
одно информационное устройство, аналогичное входному - прог¬ 
раммное . 

Более формально, аналогично тому, как это сделано в [ Пау 
Сей Вин 80] информационное устройство можно определить как на¬ 
бор, состоящий из множестве состояний - подмножества некото¬ 
рого ансамбля, алфавита приказаний, алфавита сигналов и функ¬ 
ции преобразования информации, относящей всякой паре < прика¬ 
зание, состояние > пару <новое состояние, сигнал >. Теперь, 
определив управляющее устройство как конечный автомат с под¬ 
ходящим входным и выходным алфавитами, можно определить вычис¬ 


лительную модель, все представители которой различаются линь 
управляющими устройствами, а входное, выходное, рабочее и 


программное устройства у них одинаковы. Для полного описания 
вычислительной модели нужно задеть еще начальные состояния 
выходного и рабочего устройства, входную и выходную процедуры. 
Один алгоритм вычисления на данной модели определяется фикса¬ 
цией управляющего устройстве и (начального) состояния програм¬ 
много устройства. 

Таким образом, одну вычислительную модель образуют,напри¬ 
мер, все машины Тьюржнга, у которых имеется входная лента с 


алфавитом {0, I) программная лента с алфавитом {а,ъ,с,а,е, 

, две рабочих с алфавитом {а,Ъ,1} , еще одна рабочая 
"плоская" лента с алфавитом {1,ѳ,т} и выходная лента с алфа¬ 
витом {0, 1). В то же время если не фиксировать, скажем алфа¬ 
вит рабочей ленты для машин Тьюринга с одной рабочей лентой, 


то единой вычислительной модели - из рассматриваемого класса 
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не получится. (Ранее мы понимали термин "вычислительная мо¬ 
дель" иначе, разрешая и такие модели). 

Время вычисления для всякого устройства описанного типа 
можно определить как число шагов вычисления. Емкость вычисле¬ 
ния - как максимальней оСьѳи рабочей памяти, при условии, что 
на состояниях этой памяти введен объем. В аналогичной ситуа¬ 
ции можно определить и объем программы. 

Конечно, получающаяся модель не обязана быть представи¬ 
тельной. Легко, например, построить модель в списанном сей¬ 
час смысле, состоящую из всех автоматов с магазинной памятью. 

Всякой вычислительной модели рассматриваемого наш класса 
естественно соответствует порождающая модель, получающаяся 
переходом к недетерминированным управляющим устройствам. 

Назовем вычислительную модель описываемого в этом параг¬ 
рафе типа (со входным, выходным, программным и рабочим устрой¬ 
ствами) удобной , если на ансамбле, из которого берутся прог¬ 
раммы, задана норма и существует такое управляющее устройство 
(этой модели) А , что по всякому другому управляющему устрой¬ 
ству в той же модели можно указать такую ограниченно-искажаю- 
щую функцию ь (транслятор), что: 

а) результат применения А к п(р) и х равен результату 
применения В кр их или оба этих результата не определены; 

б) время вычисления А на аргументах Цр) их не превосхо¬ 
дит времени вычисления в на р и х, умноженного на константу, 
не зависящую от р, х; 

в) емкость вычисления А на аргументах Ъ(р) и х не превос¬ 
ходит емкости вычисления В нар их плюс константа, не зави¬ 
сящая отр , х. 

Свойство (в), разумеется, предполагает, что определено 
понятие объема для состояний рабочего устройства. 

Удобной вычислительной моделью оказываются многоленточные 
мамины Тьюринга с фиксированном числом рабочих лент с фиксиро¬ 
ванными алфавитами (где нормой на словах служит норма, описан¬ 
ная в § б, - длина, умноженная на логарифм числа букв алфави¬ 
та), а также модель, получающаяся, если выбрать в качестве 
рабочего устройство» состояниями которого являются (Б,к)-комп¬ 
лексы или колмогоровские ^комплексы над фиксированным алфави¬ 
том - при условии, что выбранная для измерения объема рабочей 
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памяти норма на комплексах удовлетворяет требованиям ДІ и Д2 
из § б» В качестве входного и выходного устройств при этом 
можно брать ленты или устройства, работающие с комплексами 
(над фиксированными алфавитами). 


ОСНОВНЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ АЛГОРИТМОВ 


В части I, § 1, упоминались алгоритмы, изобретенные за¬ 
долго до появления общего понятия алгоритма. Однако именно с 
появлением этого общего понятия связано возникновение теории 
алгоритмов. Действительно, чтобы постичь эту теорию, недоста¬ 
точно уметь обращаться с конкретными примерами алгоритмов: 
необходимо воспринять общее понятие алгоритма. 

Огромное число теорем, предполагающих построение тех или 
иных алгоритмов и встречающихся в различных областях матема¬ 
тики, не требует для своего понимания общего понятия алгорит¬ 
ма. Поэтому эти теоремы не будут рассматриваться как принад¬ 
лежащие приложениям теории алгоритмов. Построение конкретного 
алгоритма мы относим к той области математики или вычислитель¬ 
ной практики, к которой принадлежит решаемая этим алгоритмом 
задача и метода которой используются при построении алгорит¬ 
ма (впрочем, в отдельных случаях этой областью может оказать¬ 
ся и сама теория алгоритмов). В противоположность этому, теоре¬ 
ма о несуществовании алгоритма обращается к идее всего клас¬ 
са алгоритмов в целом, и, следовательно, является теоремой 
теории алгоритмов. 

Подобным же образом мы не рассматриваем в качестве прило¬ 
жений теории алгоритмов оценки сложности конкретных алгорит¬ 
мов, если только они не были получены для представительной 
вычислительной модели. Тах, в этой части не будут рассматри¬ 
ваться теоремы об алгебраической сложности (заметим, что неко¬ 
торые их следствия - например, некоторые теоремы о сложности 
вычисления на малинах Тьюринга - могут и принадлежать к при¬ 
ложениям теории алгоритмов). 
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Мы рассматриваем здесь только математические приложения 
теории алгоритмов, оставляя в стороне ее приложения, скажем 
к биологии (такие, как описание рефлексов в терминах относи¬ 
тельных алгоритмов, трактовку генетического кода как програм¬ 
мы, понимание макроэволюции как порождающего процесса - отно¬ 
сительно этой последней теш см, [Мае 78]} к психологии (см. 
[Мае 79аУ,к теории управления (при том, что ведущие специа¬ 
листы этой теории проявляют все возрастающій интерес к весьма 
отвлеченным, на первый взгляд, концепциям теории алгоритмов - 
см, [Пет Ула Уль 79]), к языковедению (см. [Гла 77а], [Гла 82] 
[Манин 81 ]). 

Основные математические приложения теории алгоритмов, ко¬ 
торых мы здесь касаемся, таковы: 

1. Исследование массовых проблем. 

2. Приложения к основаниям математики: конструктивная се¬ 
мантика. 

3. Приложения к математической логике: анализ формализован¬ 
ных языков логики и арифметики. 

4. Вычислимый анализ. 

5. Нумерованные структуры. 

6. Приложения к теории вероятностей: определения случай¬ 
ной последовательности. 

7. Приложения к теории информации: алгоритмический подход 
к понятию количества информации. 

Ѳ. Оценки сложностей решения отдельных задач. 

9, Влияние теории алгоритмов на алгоритмическую практику. 

Соответственно этому перечню, часть 0 состоит из 9 параг¬ 
рафов. 

Имеются, впрочем, приложения, не подпадающие под указан¬ 
ную рубрикацию. С одного такого примера мы и начнем. В части 
I, § 9, был отмечен следующий результат общей теории алгорит¬ 
мов: произвольное перечислимое множество натуральных чисел 
представимо в виде множества всех натуральных значений подхо¬ 
дящего многочлена. Частные случаи этого утверждения (для конк¬ 
ретных перечислимых множеств) могут рассматриваться как факты 
теории чисел и некоторые из них оказались неожиданными для 
специалистов в этой области математики. Среди таких частных 
случаев - существование многочлена с целыми коэффициентами. 
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множество натуральных значений которого (при натуральных зна¬ 
чениях переменных) совпадает со множеством всех простых чисел. 
Один такой многочлен приведен в [Дей Мат Роб 76] и его запись 
занимает лишь несколько строк. В той же работе отмечается, 
что многие классические проблемы теории чисел, такие как проб¬ 
лема Ферма, проблема Гольдбаха и гипотеза Римана, могут быть 
переформулированы как проблемы существования решения у подхо¬ 
дящего диофантова уравнения. 


§ I. ИССЛЕДОВАНИЕ МАССОВЫХ ПРОБЛЕМ 

Кричит философ: "Дай мне 
изобрести неразрешимые 
проблемы". 

Эразм Роттердамский, 
"Домашние беседы", гл. ХУП 

Основные понятия 

Алгоритмическая проблема - это проблема построения алго¬ 
ритма о заданными свойствами (например, алгоритма, перечисляю¬ 
щего данное множество или алгоритма с данной оценкой сложнос¬ 
ти, решающего данную задачу). Частным случаем алгоритмических 
проблем являются алгоритмические массовые проблемы (таковыми 
не являются оба только что приведенных примера). (Алгоритми¬ 
ческие массовые проблемы иногда называются просто "алгоритми¬ 
ческими проблемами", как, например, в [Адян 77], или просто 
"массовыми проблемами", как, например, в [Адян 82]). Понятие 
алгоритмической массовой проблемы возникло на основе рассмот¬ 
рения массовых проблем. Массовые проблемы образуют основное 
поле приложѳшя теории алгоритмов; более того, именно они и 
вызвали к жизни само понятие алгоритма. 

Единичная проблема состоит в требовании предъявить объект, 
удовлетворяющий определенным условиям и называемый решением 
проблемы; решить проблещу - значит указать такой объект; если 
решение существует, т.ѳ. если проблещу можно решить, проблема 
называется решимой (читатель заметит, что мы употребляем сло¬ 
восочетание "роимая проблема” вместо более традиционного , но 
менее точного словосочетания "разрешимая проблема"). Массовая 
проблема представляет собой серию (как правило, бесконечную) 
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единичных проблем и состоит в требовании решить все эти проб¬ 
лемы; понимание того, что же именно считается решением массо¬ 
вой проблемы, нуждается, разумеется, в уточнении. Пример еди¬ 
ничной проблемы: для уравнения х 2 -х-1=0 найти рациональное 
приближение к его отрицательному корню с точностью ІСГ^. При¬ 
мер массовой проблемы: в той же ситуации для любого п найти 
рациональное приближение с точностью ІСГ П . 

Другой пример единичной проблемы - проблема разрешения 
для множества А , расположенного в некотором ансамбле ѵ ; 
проблема состоит в требовании указать разрешающий алгоритм 
для А ; существование решения ("решаемость", "решимость") 
этой проблемы, конечно, эквивалентно разрешимости А (ср.часть 
I, § 7), Дальнейший пример (единичной проблемы) - проблема 


разрешимости для множества А ; это есть требование дать ответ 
("да", "нет") на вопрос: "разрешимо ли а ?" Другой пример мас¬ 
совой проблемы - массовая проблема разрешимости для оеп (Ю 

и для фиксированного способа программирования породимте под¬ 
множеств ансамбля V ; проблема состоит в том, чтобы обеспечить 
ответ на каждый вопрос: "Является ли подмножество с програм¬ 
мой порождения р разрешимым?” К сожалению, термины (а потому 
и понятия) "проблема разрешения", "проблема разрешимости", 
"массовая проблема разрешимости” часто смешиваются друг с дру¬ 
гом. То же самое верно для следующей тройки терминов (и поня¬ 
тий): "проблема отделения”, "проблема отделимости", "массовая 
проблема отделимости”. Такое смешение тем более прискорбно, 
что в ряде случаев четкое различение существенно проясняет 
ситуацию, как это видно на примере обсуждаемых в конце этого 
параграфа результатов из [Муч 65]. 

Приведем теперь необходимые определения, связанные с за¬ 
дачей отделения. Пусть а, в суть подмножества ансамбля ѵ . 
Отделяющая функция для пары <а,в> - это всюду определенное 
отображение ш в {"да", "нет") , принимающее значение "да" на 
всех элементах А и значение "нет" на всех элементах в * 

Проблема отделения для пары <А,в> состоит в нахождении 
алгоритма, вычисляющего отделяющую функцию для этой пары. 
Множества А, в называются отделимыми, если такой алгоритм су¬ 
ществует. Единичная проблема отделимости для пары множеств 
<А,В> - это проблема подучить ответ ("да", "нет") на вопрос: 
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"Отделимы ли А .в?" Массовая проблема отделимости для аеп(т) * 

для фиксированного способа программирования состоит в том, 
чтобы обеспечить ответ на любой вопрос (для любой пары порож¬ 
дающих программ) : "являются ли породимъ» множества с порождаю¬ 
щими программами р 1 и р 2 отделимыми?" 

Понятие массовой проблемы несколько расплывчато, и естест¬ 
венно попытаться найти его формальный эквивалент. Обычный 
способ нахождения такого эквивалента заключается во введении 
понятия алгоритмической массовой проблемы . Чтобы задать алго¬ 
ритмическую массовую проблему, следует указать 

4) породимое множество X (множество вопросов, или единич¬ 
ных проблем), 

2) породимое множество т (множество ответов, или единичных 
решений), 

3) подмножество вех (ограничение на вопросы), 

4) подмножество ксх*Т (отношение "вопрос - ответ"-, 
или вопросно-ответное отношение). Тогда проблема состоит в 

требовании найти алгоритм из X в Т , преобразующий каждый 
вопросе, е Ев ответ Р етсо свойством<а,р> е в. В приведен¬ 
ном выше примере с квадратным уравнением: 

х =н т ш щ, в = х, н = {<п, г>||г - х 0 | < ісГ п , 
где х 0 - требуемый корень } . Другой пример: X = » 

Т я Е в {<а,Ъ,с,й>|Ъ г 4ас > 0}, 

В={«а,ѣ,с,п>, і>| |г - х о | < Ю“ п , где х 0 - наименьший ко¬ 
рень уравнения ах* + Ъх + с = о}. 

Замена массовой проблемы на соответствующую алгоритмичес¬ 
кую массовую проблему позволяет представить неясное понятие 
в виде точного определения. В частности, возникают точные по¬ 
нятия алгоритмических тесовых проблем разрешимости и отдели¬ 
мости. Кроме того, указанная замена превращает массовую проб¬ 
лему в единичную. Действительно, алгоритмическая массовая 
проблема заключается в требовании представить единичный объект 
(я решение), а именно, алгоритм (ср. проблемы разрешения и 
отделения выше). 

Разумеется, наличие решения у каждой единичной проблемы 
из составляющих данную тесовую проблещу, т.е. наличие для 
каждого « из В такого Р , что <м,Р> е н, еще не означает на¬ 
личия решения у соответствующей алгоритмической массовой проб- 
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леіш. Например, если фиксирован способ программирования, то 
для каждой программы вычислимой функции существует программа 
той же функции, имѳщая минимальный объем; однако не сущест¬ 
вует алгоритма, дающего по каждой программе эквивалентную 

программу минимального объема. 

Вот три характерных примера из [Мат 74]: 

Пример I (см. также [Мат 74а]). Еще в 1908 г. Туэ доказал, 
что для каждой неприводимой бинарной формы У не менее чем 
третьей степени с целыми коэффициентами справедливо утвержде¬ 
ние (все переменные - целочисленные): 

Ѵи ЗЭ%:Ѵу[У(х, у) = ос •* |х| + |у| < р]. 

Понадобилось, однако, 60 лет, чтобы доказать наличие алгорит¬ 
ма, дающего р по 7 и а(см. [Бей 68]). 

Пример 2 (см. также [Дей Мат Роб 76]). Имеет место теоре¬ 
ма Рота (см. [Рот 55.]): 

V Ѳ Ѵг ЗвѴ'рѴ<і[ч > з * |Ѳ - Е| > д" 2 "* 1 ], 

где Ѳ - алгебраическое, г - положительное рациональное, 
р^,з - целые числа; в то же время не известно никакого спо¬ 
соба для нахождения а по ѳ и г . 

Пример 3. Матиясѳвич в [Мат 74а] построил полином А с 
целочисленными коэффициентами , для которого 

Ѵ«ЗрѴуѴг 1 ...Ѵг п [А(а, ^ т у + 4 7 » у + 

+ а 1 +...+ а п < Р] 

(здесь а,Р,у,г,...,г ц - натуральные числа), но невозможен 
алгоритм получения Р по а . 

Каждая проблема разрешения является алгоритмической мас¬ 
совой проблемой. Действительно, пусть ѵ - ансамбль и А с V , 
Тогда проблема разрешения для А имеет (как алгоритмическая 
массовая проблема )ѵ в качестве множества вопросов и то же ж 
в качестве ограничения на вопросы; множество ответов - это 
{"да","нет"} , и вопросно-ответное отношение - это множество 
{< ж, "да”>|*е а) іі {<», "нет">| же #\а). 

Многие алгоритмические массовые проблемы могут быть пере¬ 
формулированы как проблемы разрешения или сведены к таким 
проблемам (а именно, к проблеме разрешения для области опре¬ 
деления подходящей функции или к проблеме разрешения для са¬ 
мой функции, рассматриваемой как множество). 
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Фиксируем, к примеру, ансамбль ш , некоторую и - пред¬ 
ставительную порождающую модель и ее ансамбль программ, ска¬ 
жем, Р . 

Тогда алгоритмическая массовая проблема разрешимости для 
Сеп (%) есть проблема разрешения для некоторого подмножества 
Р »а именно, для множества (р|р является программой разре¬ 
шимого множества }. Алгоритмическая массовая проблема отдели¬ 
мости для аѳп 00 есть проблема разрешения для некоторого под¬ 
множества множества в«р , а именно, для множества {<р^ ,р 2 >| 

множества, породимые посредством программ р 1 и р 2 , отделимы}. 

Однако подлинная значимость проблем разрешения определя¬ 
ется их гносеологическим аспектом: это суть проблемы распоз¬ 
навания свойств. Центральной, хотя заведомо нерѳшимой пробле¬ 
мой разрешения является такая проблема: по произвольное ма¬ 
тематическому утверждению установить, верно оно или нет. 

Как уже было отмечено в преамбуле к этой части, построе¬ 
ние алгоритма, служащего решением той или иной алгоритмичес¬ 
кой массовой проблемы, не является приложением общей теории 
алгоритмов, а принадлежит той области математики, к которой 
относится рассматриваемая массовая проблема. Математика полна 
таких алгоритмов. С другой стороны, если такого алгоритма не 
существует, доказательство его несуществования принадлежит 
приложениям общей теории алгоритмов. Многие такие теоремы не¬ 
существования были доказаны для проблем разрешения, поставлен¬ 
ных, как правило, для породимых множеств (этот эффект разъяс¬ 
няется в ч. I, § ІО). Вот простой пример проблемы разрешения 
(он принадлежит Чёрчу, см. [Чёрч 36]): по произвольному нату¬ 
ральному п определить, существуют ли такие положительные на¬ 
туральные зс,у,а , что АаАу® ; относительно разрешимости 
этой проблемы ничего не известно; очевидно лишь, что множество 
всех тех а , для которых ответ - "да , существуют", породило. 

Первые доказательства нерешимости алгоритмических массо¬ 
вых проблем относятся к 1936 г,; они были опубликованы Чёрчем 
и Тьюрингом в [Чёрч 36], [Чёрч 36а], [Чёрч 366] и в [Тм> 36], 
[Тью 37]. Эти керѳшаемые проблемы являются проблемами разре¬ 
шения и связаны с предложенными этими авторами представитель¬ 
ными порождающими (в веде ^-конверсии Чёрча) и вычислитель¬ 
ными (в веде машин Тьюринга) моделями; однако уже Чёрч заме- 
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тил (и об этом говорит само название его публикации [Черч 
36]), что тем самым возникает нерешимая массовая проблема 
внутри элементарной теории чисел. 

Семь непешимых проблем 

Из числа наиболее замечательных нерешимых проблем разре¬ 
шения мы выделяем следующие семь по принципу философской зна¬ 
чимости или наглядности формулировки. 

-I. Проблема распознавания истинности формул элементарной 
арифметики. Эти формулы строятся с помощью арифметических 
действий (сложения и умножения), логических операций (логи¬ 
ческих связок и кванторов) и знака равенства из константы 0 и 
натуральнозначных переменных. Проблема состоит в требовании 
найти алгоритм, который по всякой такой формуле определял бы, 

истинна она на натуральном ряду или нет. Невозможность такого 
алгоритма немедленно следует из существования неразрешимого 
перечислимого множества натуральных чисел (ч. I, § ІО) и то¬ 
го, что такое множество является арифметическим (ч. I, § 9). 

2. Проблема разрешения для логики предикатов первого по¬ 
рядка <4аз Еп1;зсЬві<1аді@зхргоЪ1еін> - см. ниже, § 3. 

3. Проблема сочетаемости Поста . Пусть дано конечное мно¬ 
жество V пар слов в некотором алфавите. Назовем это множество 
"сочетаемым", если для некоторых пар <А 1 ,В 1 >, <А г .,В г >, ... 

...< а ,Зд> иэѵ выполняется равенство А, . ,.а 8 = В, ... в 3 . 
Требуется по всякому конечному множеству ѵ пар слов в данном 
алфавите алгоритмически установить, сочетаемо оно или нет. 

Эту проблему поставил Пост в [Пост 46] и в той же статье до¬ 
казал, что соответствующего алгоритма не существует, если 
только алфавит содержит более одной буквы (в случае однобук- 
вениого алфавита проблема реоима). Усиление этого результата, 
фиксирующее число элементов ѵ , см. в [Марк 54, гл. УХ, § 9], 
где доказано, что алгоритма нет уже при числе элементов ѵ , 
равном 90 (и любом неоднобуквенном алфавите). 

4. Проблема эквивалентности слов для ассоциативного ис¬ 
числения . Принадлежащее Туэ понятие ассоциативного исчисления 
(введенное а [Туэ 14]) было определено в добавлении к $ 3. 
Пусть, в обозначениях этого добавления, фиксированы два кор¬ 
тежа д к в . В [Туэ І4, 5 Д] формулируется следующая массовая 
проблема, названная тем "задачей (I)": "найти метод, позволяю- 
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щий при помощи исчислимого <ЪѳгесЬѳаЪагѳ> числа операций всег¬ 
да решать, будут ли эквивалентны два произвольных ряда знаков”. 
Другими словами, проблема - для данного ассоциативного исчис¬ 
ления - состоит в построении алгоритма, распознающего по вся¬ 
кой паре Б-слов, эквивалентны ли эти слова в данном исчислении 
или нет. В силу сказанного в добавлении к § 3, эта проблема 
совпадает с проблемой распознавания равенства слов в полугруп¬ 
пе с множеством образующих Б, заданной совокупностью равенств 
А^яВ.,, 3=1,...,а (см. [Наг 77а]). Сам Туэ в своей задаче (I) 

молчаливо предполагает все элементы кортежей А и В непустыми 
словами. Однако отдельно (в [Туэ Т4, § Ж)] Туэ ставит аналогич¬ 
ную проблему, - "задачу (И)" - для случая, когда А состоит из 
единственного слова в , а в - в современной терминологии - 
из пустого слова л. Эта последняя проблема оказалась рѳшимой, 
см. [Адян бб, гл. Ж, § 3, теорема 3]. Существуют ассоциативные 
исчисления с нерешимой проблемой эквивалентности. Первые такие 
примеры построили в 1947 г. независимо Марков (см. [Марк 47], 

[ Марк 47а], [Марк 54, гл. УІ]) и Пост (см. [Пост 47]), Перво¬ 
начальные примеры, однако, были довольно громоздкими. В [Дей 
58 ] приведен следующий пример ассоциативного исчисления в 
пятибуквенном алфавите, проблема эквивалентности для которого 
не имеет решения (соответствующие друг другу элементы кортежей 
Айв соединены знаком равенства, как в задании полугруппы): 

4) ао=с& 2) асЫйа , 3)Ъс=сѣ , 4)ЪЛ=4Ь , 5)еса=се , 

б)ейЪ=йе , 7)соа=ссаѳ , В [Мат 67] указано ассоциативное 
исчисление в двубуквенном алфавите о тремя определяющими соот¬ 
ношениями и нерешимой проблемой эквивалентности; в самом длин¬ 
ном из этих соотношений в левой части стоит слово из 304 букв, 
а в правой - слово из 606 букв. Для ассоциативных исчислений 
с двумя соотношениями мало что известно. Для ассоциативных 
исчислений (соответственно, полугрупп) с одним определяющим 
соотношением разрешающий алгоритм существует в широком классе 
случаев (см. [Адян бб], [Адян Ога 78]) и ^сть надежда, что он 
существует всегда. Можно ограничивать рассматриваемый класс 
ассоциативных исчислений и иным путем, нежели сокращая число 
определяющих соотношений. Особый интерес представляет случай, 
когда соответствующая данному ассоциативному исчислению полу¬ 
группа является группой. Частным случаем таких исчислений яв- 
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ляются инверсивные исчисления (см. [Наг 77в]; алфавит каждого 
такого, исчисления имеет вид а^ 1 , 

и в число определяющих состояний обязательно входят, для каж¬ 
дого і, "тривиальные" соотношения а^а^ 1 * Л и Л в а^ 1 ^). 

В 1952 г. Новиков (см. [Нов 52], [Нов 55]) построил первый 
пример инверсивного исчисления с нерешимой проблемой эквива¬ 
лентности; этот пример дал ответ на первую из поставленных в 
1912 г. М.Деном проблем - на проблему тождества для конечно¬ 
определенных групп (а именно, продемонстрировал невозможность 
решить эту проблещу). 

5. Проблема представимости матриц . По определению матрица 
б представим"через матрицы т л і ,... ,6^, если для некоторых 
г 1 ,...,г^ выполняется равенство б = П б г ^ . Далее рассматри¬ 
ваются квадратные матрицы порядка а с целыми коэффициентами. 
Общая проблема представимости состоит в требовании указать 
алгоритм, посредством которого можно было бы узнавать для лю¬ 
бой системы матриц порядка п, представима ли 

ц через б п ,...,б . Кьк установил Марков (см. [Марк 58]), 
общая проблема представимости для матриц порядка а не имеет 
решения при а >4 (в,силу [Пат 70],см. ниже, число 4 можно за¬ 
менить на 3). Частная проблема представимости для фиксирован¬ 
ных матриц ТІ 1 ,...,Ц ( .состоит в требовании указать алгоритм, 
посредством которого можно было бы узнавать для любой матрицы 
б , представима ли она через б,,...,и . В [Марк 58] выписы¬ 
ваются 27 матриц шестого порядка, для которых частная проблема 
представимости оказывается нерешимой. Другая частная проблема 
представимости матриц состоит в том, чтобы для фиксированной 
матрицы указать алгоритм, посредством которого можно было уз¬ 
навать для любых матриц С^.,., 1 ^ , представима ли б через 

в [Пат 70] доказано,"что эта частная проблема нѳ- 
решима, если б есть нулевая матрица третьего порядка. 

5. Десятая проблема Гильберта . Десятая из 23 проблем Гиль¬ 
берта (1900 г.) формулируется так: "10. Задача о разрешимос¬ 
ти диофантова уравнения. Пусть задано диофантово уравнение с 
произвольными неизвестными и целыми рациональными числовыми 
коэффициентами. Указать способ, при помощи которого возможно 
после конечного числа операций установить, разрешимо ли это 
уравнение в целых рациональных числах. 11..." ([Гиль 35, с. 
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320]). Невозможность решения десятой проблемы следует из со¬ 
четания двух факторов: а) существования неразрешимого перечис¬ 
лимого множества натуральных чисел (см. ч. I, § 10) и б)диофан- 
товости всякого перечислимого числового множества (см. ч. I, 
§9). Остается открытым вопрос, как узнать по произвольному 
диофантову уравнению, разрешимо ли оно в рациональных (не 
обязательно целых) числах - и можно ли это узнать вообще (т.ѳ. 
возможен ли соответствующий алгоритм). 

7. Проблема тождества элементарных функций вещественного 
переменного . Определим класс термов Т индуктивно: х (перемен¬ 
ная икс), тс (число пи) - термы; если и,ѵ - термы, то (и + ѵ>, 
(и*ѵ),(и * ѵ), віи и, |и| - терьш (в [Усп Сем 82] в результа¬ 
те опечатки терм (и*ѵ) пропущен). Проблема построения алгорит¬ 
ма, узнающего по двум термам из т, задают ли они одну и ту 
же функцию одного вещественного переменного х, нерешима (см. 
[Мат 73]). Можно сформулировать ряд других нерешимых проблем, 
касающихся функций вещественного переменного. Таковой являет¬ 
ся проблема существования вещественного корня у функции, зада¬ 
ваемой термом, аналогичным термам из Т, но с использованием 
дополнительно произвольных рациональных констант и без исполь¬ 
зования деления и абсолютной, величины, см. [Уанг 74]. Другим 
примером является проблема существования у функции, заданной 
термом из некоторого фиксированного класса, первообразной, 
задаваемой термом того же класса. Эта проблема нерешима для 
различных классов термов (см. [Рич 68]). Таким образом, уже 
обычное интегральное исчисление дает возможность получения 
нерешимых алгоритмических проблем. 

Массовые проблемы в математике 

Массовые проблемы возникают во всех областях мгтематики. 
Наиболее фундаментальные из них - это проблемы выяснения ис¬ 
тинности утверждений, формулируемых в некотором математическом 
языке. Реальные математические языки всегда допускают рассмот¬ 
рение натуральных чисел с обычными операциями над ними (а как 
правило, еще и переменные по множествам и функциям), поэтому 
(см. первую из Семи нерешимых проблем) возникающие при этом 
множества истинных формул оказываются неразрешимыми. Таким об¬ 
разом, вопрос о разрешимости множества истинных формул неко- 
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торой логической теории оказывается нетривиальным, только ес¬ 
ли выразительные средства и объекты рассмотрения этой теории 
весьма ограничены. В частности, отказ от автоматически приво¬ 
дящего к неразрешимости использования предикатных и функцио¬ 
нальных переменных фактически приводит к тому, что рассматри¬ 
ваемые массовые проблемы касаются алгебраических объектов. 

Для этого есть и другая причина: дело в том, что во шсгих 
важных случаях алгебраические объекты допускают естественное 
конструктивное задание, поэтому вопросы о них легко формули¬ 
руются в алгоритмической форме. 

Итак, нетривиальные результаты о разрешимости или нераз¬ 
решимости логических теорий относятся, в основном, к элемен¬ 
тарным теориям алгебраических систем. Наиболее тонкие из них 
касаются алгебраических систем, расположенных вблизи границы 
между разрешимостью и неразрешимостью, важнейшие факты отно¬ 
сятся к ходу этой границы среди полей: неразрешима элементар¬ 
ная теория поля рациональных чисел (см. [Роб 49]), разрешима 
элементарная теория поля действительных чисел 

(см. [ЕршЮ 60, гл. 5>, § 5, предложение Ф]) и элементарная 
теория поля р-адических чисел (при любом р), см. [ЕршЮ 60, 
гл. 5, § 5, предложение 4]. Для других алгебраических систем 
возникающие элементарные теории, как правило, неразрешимы 
(так обстоит дело, в частности, для групп, колец и многих 
классов этих алгебраических систем, см. [Тар Мост Роб 53]); 
например, неразрешима элементарная теория класса всех простых 
конечных групп (см. [ЕршЮ 64а]). К немногим исключениям отно¬ 
сятся абелевы группы и некоторые классы упорядоченных множеств 

(см. [ЕршЮ 64], [Раб 69]), а также произвольные свободные ал¬ 
гебры (это следует из [Маль 62, теорема 5]). Подробные табли¬ 
цы, суммирующие результаты о неразрешимости и разрешимости 
элементарных теорий, имеются в [ЕршЮ Лав Тайм Тайц 65] и [Сан 
78] (в последней работе приводятся также сведения о некоторых 
неэлементарных теориях). 

Если мы хотим сформулировать алгоритмическую массовую проб¬ 
лему, касающуюся элементов какой-либо’ алгебраической системы, 
то необходимо сопоставить с этими элементами некоторые конст¬ 
руктивные объекты. Элементы фиксированной свободной конѳчно- 
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порожденной алгебраической системы можно считать уже лежащими 
в по дх одяще выбранном словарном ансамбле (или ансамбле деревь¬ 
ев, см. ч. I, § 0 и добавление к § 3). В общем случае, если 
какая-то (не обязательно свободная) алгебраическая система 
конечно порождена, т.е. имеет конечную сигнатуру и конечное 
число образующих, всякий ее элемент может быть опять-таки 
задан некоторым конструктивным объектом - выражением этого 
элемента через образующие (термом). При этом, однако, различ¬ 
ные конструктивные объекты могут задавать один и тот же эле¬ 
мент. Возникает алгоритмическая проблема распознавания равен¬ 
ства, т.е., для заданной алгебраической системы, выяснения то¬ 
го, задают ли два произвольно выбранных конструктивных зада¬ 
ния один и тот же элемент системы. Как уже отмечалось, для 
некоторых полугрупп и для некоторых групп эта проблема оказы¬ 
вается неревиыой - даже если ограничиться только конечноопре¬ 
деленными группами и полугруппами. 

Ясно, что сама постановка алгоритмической проблемы распоз¬ 
навания равенства существенно зависит от того, в каком классе 
конструктивных объектов, задающих элементы фиксированной ал¬ 
гебраической системы, эта проблема ставится, т.е. для пар ка¬ 
ких именно объектов ищется соответствующий алгоритм. Можно 
считать, что конструктивными заданиями элементов являются 
всевозможные термы, составленные из образующих и 
сигнатурных операций. Однако не менее естественны и такие под¬ 
ходы, при которых конструктивными заданиями признаются только 
некоторые из термов. 

Проиллюстрируем сказанное на примере группы с образующи¬ 
ми а,Ъ . Проблему распознавания равенства можно ставить при 
следующих вариантах понимания того, что есть конструктивное 
задание элемента группы. 

1) Конструктивное задание есть произвольный терм, состав¬ 
ленный из образующих, операции умножения, операции обращения 
и скобок, например, тера 

(Ъ(а"’ 1 ѣ) і” 1 (Ъа) • 

2) Конструктивное задание есть "бесскобочный терм", а 
именно, такой терм, в котором операция обращения применяется 
только к образующим, а все левые скобки собраны в начале тер¬ 
ма и погощу вместе с правыми опущены в записи. Пример: 
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Ъ*’ 1 «Ь" 1 Ъа. 

3) Конструктивное задание есть "несократимый терм" (=эле- 
мѳнт свободной группы с образующими а,ъ), т.е, такой бесско¬ 
бочный терм, в котором никакая образующая не стоит рядом со 
своим обращением. Пример: Ъ** 1 аа. 

4) (Только для абелевых групп!) Конструктивное задание 
есть "упорядоченный терм" (= элемент свободной абелевой груп¬ 
пы с образующими а,ъ), т.е. такой несократимый терм, в кото¬ 
ром все буквы а идут впереди всех букв ъ. Пример: ааЪ -1 . 

Каждый из этих вариантов понимания конструктивного зада¬ 
ния приводит к своему варианту алгоритмической проблемы рас¬ 
познавания равенства. В нашем теоретико-групповом примере су¬ 
ществование решения у любого из вариантов проблемы приводит 
к решению для любого другого варианта. 

Попытаемся дать математическую картину того, как обстоит 
дело с постановкой (только с постановкой!) алгоритмической 
проблемы равенства в общем виде, т.е. для произвольной конеч- 
нопорождѳнной алгебраической системы, т.е. системы, порожден¬ 
ной конечной сигнатурой о. Можно считать, что элементами 
всякой такой системы являются классы подходящим образом 
выбранной конгруэнции на (Х(а) , где ОЬ(.а)~ свободная ал¬ 
гебраическая системе, порожденная сигнатурой о (см. добавле¬ 
ние к $ 3). Два терма из <Х(о) , принадлежащие одному и тому 
же классу конгруэнции, называются "равными Абсолютная 

проблема распознавания равенства в <&состоит в отыскании алго¬ 
ритма, распознающего по любым двум термам из ОС (о), равны ли 
они в <&. Однако возможны и относительные проблемы распознава¬ 
ния. Чтобы поставить относительную проблему распознавания 
равенства в<&,надо выбрать / І) некоторое подмножество ВеОЬ(а), 
элементы которого называются приведенными термами , и 2) неко¬ 
торое вычислимое отображение ъ множестваОС(а) в В, называе¬ 
мое процедурой приведения , причем такое, что Ь и ъ(-ь) равны 
в<&для любого * еОКо). (Например, в третьем варианте нашего 
теоретико-группового примера приведенные термы - это несокра¬ 
тимые термы, а процедура приведения приводит каждый терм к 
несократимому виду.) Проблема распознавания равенства в ^от¬ 
носительно В и Ь. Состоит в отыскании алгоритма, распознающего 
равенство во&-по любым двум приведенным термам. При надовенных 
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на 3 и Ь требованиях существование решения у относительной 
проблемы равносильно существованию решения у абсолютной проб¬ 
лемы. На все сказанное можно посмотреть с точки зрения теории 
нумераций (см. ч. I, §15). Задание элементов Штернами из 
01( ст )ость не что иное, как стандартная нумерация системы 
Поэтому наличие решения у абсолютной проблемы распознавания 

равенства означает просто разрешимость этой нумерации. Далее, 
каждая относительная проблема, точнее, каждое указание В и Ь 
также приводит к некоторой нумерации ѵ системы<&, а именно 
к нумерации с основанием В. Нумерация ѵ задается так: каждо¬ 
му терму ѣ ев ставим в соответствие тот класс конгруэнции 4-, 
в котором этот терм находится, В силу наложенных на В и Ь. ог¬ 
раничений нумерация ѵ эквивалентна по Колмогорову стандартной 
нумерации (причем Ь. сводит стандартную нумерацию к ѵ); поэто¬ 
му они обе одновременно разрешимы или не разрешимы. 

Проблема распознавания равенства (для данной алгебраичес¬ 
кой системы) является представителем большого класса проблем, 
состоящих в распознавании различных свойств элементов системы, 
пар таких элементов (как в случае распознавания равенства), 
троек и т.д. Разумно ограничиться свойствами, имеющими алгеб¬ 
раический смысл ( = формулируздами в алгебраических терминах). 
Что это такое, будет уточнено в § 5 при определении понятия 
"алгебраически корректной алгоритмической массовой проблемы". 

Разумеется, можно интересоваться распознаванием свойств 
не только элементов какой-нибудь алгебраической системы, но и 
самих систем (первые свойства естественно называть "внутрен¬ 
ними", а вторые - "внешними"). Для того, чтобы рассмотреть 
соответствующие массовые проблемы, нужно сопоставить конструк¬ 
тивные объекта уже не с элементами систем, а с самими систе¬ 
мами. Это естественно делается в случае, когда алгебраическая 
система задается породимым (в частности, конечным) множеством 
соотношений (равенств, тождеств, квазитождеств, см. добавле¬ 
ние к § 3). Именно задание конечным тожеством определяющих 
соотношений (а конкретнее - равенств) мы и будем сейчас иметь 
в виду при обсуждении внешних свойств алгебраических систем. 

Важнейшим примером внешнего свойства является изоморфия 
двух алгебраических систем. Для конечнэопрѳделѳнных групп 
проблема распознавания иэоморфии (так называемая "третья проб- 
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Ріека Дека”) была поставлена Денон наряду с проблемой распоз¬ 
навания внутреннего свойства - равенства двух элементов за¬ 
данной группы. Нерешимость проблемы распознавания изоморфии 
конечноопределенных групп вытекает из конструкции, использо¬ 
ванной при построении группы с нзрѳшимой проблемой распозна¬ 
вания равенства. Набросок доказательства нерешимости проб¬ 
лемы изоморфии для групп содержится в [Нов 58], более подроб¬ 
но это доказательство изложено в [Адян 73], Более того, для 
конечноопределенных групп нерѳшима и частная проблема изомор¬ 
фии: для произвольной конечноопределенной группы * 0 невозмо¬ 
жен алгоритм, распознающий по заданию произвольной конечнооп¬ 
ределенной группы X, изоморфны г и г 0 или нет (см. [ Адян 55], 
[Адян 56], [Адян 57]). И общая, и частная проблемы изоморфии 
принадлежат к числу проблем распознавания инвариантных (т.е. 
сохраняющихся при изоморфизмах) свойств алгебраических систем 
и их кортэжей. Вот еще инвариантные свойства групп: "быть абе¬ 
левой”, "быть конечной”, "быть циклической”, "быть простой”. 
Для каждого из этих свойств проблема его распознавания по за¬ 
данию конечноопределенной группы нерешима (см. [Адян 55], 

[Адян 57]). Все перечисленные свойства групп являются марков¬ 
скими ; определение сейчас будет дано. Инвариантное свойство 
полугрупп (соответственно, групп) а называется марковским, 
если, во-первых, имеется конечноопределенная полугруппа (груп¬ 
па), обладающая свойством а, и, во-вторых, имеется конечно¬ 
определенная полугруппа (группа), не вложимая ни а какую ко- 
нечноопределѳнную полугруппу (группу) со свойством «. Каково 
бы ни было марковское свойство, алгоритмическая проблема его 
распознавания нерешима. Для полугрупп это установил Марков 
(см. [Марк 52, п. 41 Л], [Марк 54, гл. УІ, § 41]),для групп - 
Адян (см. [Адян 57а], [Адян 576], [Адян 5Ѳ]). Одно иэ следст¬ 
вий этого результата Адяна устанавливает следующую дополни¬ 
тельность между внутренними и внешними свойствами конечнооп- 
редёлѳнных групп: пусть К - непустой замкнутый относительно 
изоморфизмов клйсс конѳчноопределе иных групп, тогда в классе 
X имеется группа с нерѳоимой проблемой распознавания равен¬ 
ства или проблема принадлежности конечноопределенной группы 
классу к нерешима (см. [Адян 73]). Несмотря на обилие нереши- 
мнх свойств конечноопределенных групп, для некоторых ѳстест- 
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венных свойств существует разрешающий алгоритм» примером та¬ 
кого (внешнего) свойства является "совпадать со своим комцу- 
тантом" (см* [Адян 57а])* 

Отметим» наконец, еще один класс проблем, лежащий в "про¬ 
изведении" внешних и внутренних проблем - это так называемые 
общие (другими словами» равномерные) проблемы* Общая проблема 
ставится для некоторого класса алгебраических систем и состо¬ 
ит в отыскании общего метода решения некоторой внутренней 
проблемы для всех систем этого класса» т.е. алгоритма» кото¬ 
рый по заданию системы и исходному данному внутренней пробле¬ 
мы, относящейся к этой системе, давал бы Ответ на внутренній) 
проблему. Пример: общая проблема распознавания равенства для 
групп состоит в том, чтобы по заданию всякой группы и паре 
слов в алфавите образующих этой группы, определить, равны ли 
эти слова в этой группе или нет» Разумеется, если некоторая 
внутренняя проблема нерешима для одной алгебраической системы 
заданного класса» то соответствующая общая проблема также ие- 
решима; для большинства общих проблем дело обстоит именно так. 
Однако существуют естественные проблемы» для которых ситуация 
иная. Именно» рассмотрим следующую внутреннюю проблему: "По 
всякому элементу х полугруппы с ѳдшшцей узнать, существует 
ли такой элемент у, что ху равно в полугруппе единице". Эта 
проблема рѳшима для каждой конечноопределенной полугруппы с 
сокращением, однако общая проблема в классе всех конечноопрѳ- 
делѳнньвс полугрупп с сокращением нерешима (см. [Адян 55а]). 

О других алгоритмических проблемах алгебры см. [Адян 73], 

[Адян 77]. 

Есть еще одна область» в которой с математическими объек¬ 
тами изучения естественно сопоставляются их конструктивные 
описания. Это - комбинаторная топология» где с полиэдрами (в 
частности, тришгулируешмн многообразиями) сопоставляются 
записи их триангуляций* Коль скоро такое сопоставление осущест¬ 
влено, делается осмысленной проблема гомеоморфии» аналогичная 
проблеме распознавания равенства слов в группе или проблема 
изоморфии групп. Согласно [Марк 58а], общая проблема гомеомор¬ 
фии для полиэдров (соответственно, для триангулируемых много¬ 
образий) есть проблема разыскания алгоритма, распознающего 
для любых двух полиэдров (соответственно многообразий) ? задан- 
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ных своими триангуляциями, гомеоморфны ли они; частные проб¬ 
лемы гомеоморфии возникают, если наложить на рассматриваемую 
пару полиэдров какое-то ограничение, например, указать их 
размерность или фиксировать первый член пары. Некоторые из 
этих проблем были давно решены, например, проблема гомеомор¬ 
фии двумерных многообразий. Как установил Марков, общая проб¬ 
лема гомѳоморфки не имеет решения: болѳэ того, для всякого 
а >3 можно указать такое а-мерное многообразие, что проблема 
гомеоморфии многообразий этому многообразию нерешима (см. 

[Марк 58а], [Марк 58в]). В [Марк 576], [Марк 62], [Бун Хак 
Поз 68], [Хак 73] эти результаты усиливаются, уточняются и 
обобщаются. Проблема гомеоморфии трехмерных многообразий ос¬ 
тается открытой. 

О нетривиальных алгоритмических проблемах в других облас¬ 
тях математики мало что известно. (Иногда у специалистов име¬ 
ется явное ощущение эффективности некоторого построения; в 
то же время попытка сформулировать соответствующую алгоритми¬ 
ческую проблему либо вообще ни к чему не приводит, либо же 
приводит к нерешимой проблеме - и, тем самым, к неадекватной 
формулировке.) Все же, касаясь других областей математики, 
выделим два примера из теории дифференциальных уравнений: не- 
решаемость проблемы существования решения, определенного на 
отрезке [ОД],у системы дифференциальных уравнений (см, [Адл 
69]) и формулировку алгоритмической проблемы об устойчивости 
(см. [Арн 76]). 

Приведем еще два примера алгоритмических массовых проблем 
о целых числах. Несмотря на простоту формулировок, для этих 
примаров неизвестно существование или отсутствие решения. 
(Напомним, что два подобных примера - один,связанный с великой 
теоремой Ферма, другой-с десятой проблемой Гильберта - были 
сформулированы вше.) Первая проблема поставлена в [Сад Сои 
78]; по целочисленной матрице узнать, существует ли ее степень 
имеющая ноль в правом верхнем углу. Заметим, что для близкой 
по формулировке проблемы: "по целочисленной матрице А и цело¬ 
численным векторам х и у узнать, существует ли тахое і , что 
А*х * у", недавно была доказана решаемость, см. [Канна Лип 80] 

Вторая проблема касается коммутативных исчислений - так 
называемых систем векторного сложения ( ѵесДог айЛіДіои вуе- 
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Ъепш ). Она была поставлена Карпом и Миллером в работе по па¬ 
раллельным схемам программ в 1969 г. {см. [Карп Милл 69]). 

Для кратности приведем мультипликативную формулировку пробле¬ 
мы, в которой используется только умножение и отсутствует 
сложение, хотя аддитивная формулировка и более естественна. 
Пусть задано натуральное число а и конечное множество V ра¬ 
циональных чисел. Натуральное число называется достижимым (для 
данных а и ѵ ),ѳсли оно совпадает с а или получается из дости¬ 
жимого с помощью умножения на элемент из ѵ .Требуется узнать, 
достижимо ли данное число Ъ. В 1977 г. Сэсѳрдоут и Тенни объ¬ 
явили о решении этой алгоритмической проблемы при любых фик¬ 
сированных а и V (см. [Сэс Тен 77]). Однако данное ими описа¬ 
ние алгоритма является противоречивым; если пытаться устра¬ 
нить противоречия, то оказывается, что получаемые алгоритмы 
правильно работают только в тривиальных случаях, и не видно, 
как можно было бы исправить дело. Наибольший прогресс в на¬ 
правлении частичного решения этой задачи с тех пор достигнут 
в [Хоп Пан 79]. 

Наш перечень мы закончим наиболее наглядным примером от¬ 
крытой алгоритмической проблемы. Пример связан с игрой " Яизаь" . 
см* [Гар 70 - 71]. Позиция этой игры - бесконечный лист бума¬ 
ги в клетку. Клетка может быть пустой или полной (в другой 

терминологии - мертвой или живой, соответственно). Полных кле¬ 
ток (ячеек) в позиции может быть только конечное число. У каж¬ 
дой клетки восемь (очевидных) соседей - четыре соприкасаются 
с ней по стороне и четыре по углу: 












Ход игры состоит в одновременном изменении содержимого всех 
тех клеток, к которым применимо одно иэ следующих правил: 

1) Рождение новой ячейки : пустая клетка, имеющая ровно 
трех полных соседей, становится полной; 

2) Смерть ячейки : полная клетка, имеющая более трех пол¬ 
ных соседей, становится цустой (умирает от тесноты); полная 
клетка, имеющая менее двух полных соседей, становится пустой 
(умирает от скуки). 
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Таким образом, скажем, пустые клетки с одним полным сосе¬ 
дом остается пустыми, а полные клетки с двумя пѳлнши соседя-» 
ми остается полными. Как мы видим, в игре один партнер (можно 
считать, что я ни одного), никакого конца у нее нет. Тем не 
менее, естественно считать, что игра заканчивается, если все 
клетки становятся пустыми, и в этом случае называть позицию, 
с которой игра началась, "вымирающей”. Неизвестно, существует 
ли алгоритм, распознающий по произвольной позиции "вымрет" ли 
она. 

Массовке проблемы в смысле Медведева 

Намѳ понимание термина "массовая проблема" близко к [Марк 
54, гл. У, преамбула]. Более общее и абстрактное понимание 
было предложено Медведевым в [МѳдЮ 55], [МедЮ 56]. По Медве¬ 
деву массовая проблема - это произвольное семейство всюду оп¬ 
ределенных функций из Ив Щ, и кассовая проблема называется 
(алгоритмически) разрешимой, если она содержит вычислимую 
функцию. Таким образом, массовую проблему Л < з смысле Медве¬ 
дева) можно рассматривать как проблему нахождения вычислимой 
функции в семействе <Л. Конечно, нет необходимости ограничи¬ 
ваться функциями из N в Ы, можно рассматривать всюду опре¬ 
деленные (это существенно) функции изі ві для.произвольных 
ансамблей X д, Всякая алгоритмическая массовая проблема (в 
старом смысле), у которой множество вопросов х есть некоторый 
ансамбль и В (ограничение на вопросы) равно X, может рассмат¬ 
риваться как массовая проблема в смысле Медведева, состоящая 
из тех функций і , определенных на всем х, для которых 
<х,Ѵоо> 6 и при всех з. е х (здесь в- вопросно-ответное отно¬ 
шение). Такое толкование допускают, в частности, проблемы 
разрешения и отделения. Именно: 

1. Проблеме разрешения для множества А с х соответствует 
семейство, состоящее из единственной функции ф , такой, что 
<р(х)=і для всех х е А и ф(х)=Одля хеХ\ А (так что <р- харак¬ 
теристическая функция для А ). 

2. Проблеме отделения для пары множеств (А §в><, где Ас х, 
вех, соответствует семейство всех отделяющих функций для<А, 
в> (функция ф называется отделяющей для <А,В> , если она оп¬ 
ределена на всемх и ф(х)=1 для хса, ф(х)=о для х «Б). 

Однако не всякая естественно возникающая массовая проблема в 
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смысле Медведева есть результат подобного истолкования неко¬ 
торой алгоритмической массовой проблемы. Например, дня каждо¬ 
го непустого множества А с И можно рассмотреть проблему пере¬ 
числения этого множества, состоящую из всех всюду определен¬ 
ных на К функций, область значений которых есть А (очевидно, 
эта проблема разрешима по Медведеву в том и только в том слу¬ 
чае, когда А перечислимо). Проблема перечисления не может 
быть подучена описанным выше способом из алгоритмической мас¬ 
совой проблемы. (Это не удивительно, т.к. задача "перечислить 
денное множество" не представима в веде серии отдельных за¬ 
дач. ) 

Пустьмассовые проблемы в смысле Медведева. Из сла¬ 
бой (а, следовательно, и из сильной) сводимости (см. часть I, 

§ 13) *й> к »А вытекает, что ѳсли<А разрешима, то иѵВ разрешима. 
По этой причине слабую и сильную сводимость из части I, § 13, 
можно интерпретировать как сводимость проблем. 

О пользе правильной терминологии 

Закончим параграф одним примером четкого различения поня¬ 
тий и терминов. В первом абзаце из [Муч 65, $ 2] говорится: 
"Теорема I показывает, что нельзя свести проблему разрешения 
нерекурсивного множества к проблеме отделимости перечислимых 
множеств в смысле алгоритмической сводимости... Однако, как 
мы докажем далее, можно свести проблему разрежения любого пе¬ 
речислимого множества в к проблеме отделимости двух перечис¬ 
лимых множеств В', В" в следующем смысле..." (этот смысл да¬ 
лее разъясняется). В терминологии данного обзора основные ре¬ 
зультаты [Муч 65] можно изложить так: теорема 1 утверждает, 
что никакая нерѳшииая проблема разрешения не может сильно сво¬ 
диться к проблеме отделения для пары напересѳкавщихся породи- 
мых множеств; из доказательства теоремы 2 вытекает, что алго¬ 
ритмическая массовая проблема разрешимости для беп(&) сводит¬ 
ся по разрешимости (см. ч. 1, 5 И) к алгоритмической массовой 
проблеме отделимости для веа(К). 


$ 2. ПРИЖШЭіИЯ К ОСНОВАНИЯМ МАТЕМАТИКИ: 
КОНСТРУКТИВНАЯ СЕМАНТИКА 


Возникновение понятия алгоритма и развитие теория стиму¬ 
лировались, наряду с практикой, заключающейся в решении мас- 
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совых проблем, также и умозрениями, а именно попытками осмыс¬ 
лить сочетание кванторов Ѵх Зу. Оба названных аспекта тесно 
связаны: с одной стороны, если массовая проблема имеет реше¬ 
ние, то это означает, что ( V единичная проблема) (3 реше¬ 
ние); с другой стороны, обоснование утверждения, начинающего¬ 
ся сѴхЗу , состоит в предъявлении для каждого х соответст¬ 
вующего у, т.е. в решении некоторой массовой проблемы. Пони¬ 
мание этой последней массовой проблемы как алгоритмической 
является определяющим при разработке так называемого конструк¬ 
тивного направления в математике (см. [Марк 62а], [Шан 62, 
введение и приложение], [Шан 70], [Куш 73, введение]), поль¬ 
зующегося особой, "конструктивной" логикой рассуждений. В 
этой логике, в частности, обоснование суждения Ѵх(А(х) ѴзА(х)) 
связывается с построением алгоритма, указывающего для каждого 
х верный член дизъюнкции (и поэтому при неразрешимом А это 
суждение ложно). При том, что конструктивная логика опирает¬ 
ся на понятие алгоритма, оперирование с алгоритмами в рамках 
этой логики предполагает, в свою очередь, ограничение допус¬ 
каемых логических средств. В число таких средств Марков вклю¬ 
чил (см. [Марк 62, с. Іі]) следующие два принципа: 1) если 
предположение о неограниченной продолжаемости процесса приме¬ 
нения алгоритма ОС к слову Р опровергнуто, то ОС применим к Р; 
2) если для свойстваимеется алгоритм, выясняющий для вся¬ 
кого натурального а, обладает ли оно этим свойством, и если 
опровергнуто предположение о том, что ни одно а не обладает 
свойством, то имеется а со свойством. Последний принцип 
впервые сформулирован в [Марк 54а]; в [Марк 56] он назван 
"ленинградским принципом", а в [Марк 62а] - "методом конструк¬ 
тивного подбора" (см. также [Куш 79]). 

Можно, однако, заниматься изучением конструктивной логики, 
пользуясь обыѵіой, "классической" логикой (ср. [Нов 77]). Т&- 
кой подход был намечен Колмогоровым в [Коли 32] (Колмогоров 
писал об интуиционистской логике, но различие между интуицио¬ 
нистской и конструктивной логиками в данном случае несущест¬ 
венно). Подход Колмогорова состоит в истолковании конструктив¬ 
ной логики как логики задач , или проблем ; существенно, что 
для любых двух задач А и в в качестве особой задачи рассматри¬ 
вается задаче сведения В к А (ср. ч. I, § 41). Этот общий 
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подход позволяет, в частности, интерпретировать пропозицио¬ 
нальные формулы как выражения для задач (а не для утвержде¬ 
ний, как в традиционной логике): при такой интерпретации зна¬ 
чениями пропозициональных переменных являются задачи и соот¬ 
ветственно понимаются пропозициональные связки: алв означа¬ 
ет "решить иАи В", А ѵ в - "решить хотя бы одну из задач А 
и В ", А -*в - "свести решение В к решению А ", ІА - "предпо¬ 
ложив, что решение А дано, получить противоречие". Аналогично 
интерпретируются и предикатные формулы. 

Наиболее полно колмогоровский подход воплощен в понятии 
реализуемости по Клини (см. [Кли 52, § 82], [Нов 77, гл. У,§ 7^. 

Реализуемостная семантика Клини может быть следующим образом 
изложена в виде семантики задач. Каждая арифметическая (т.е. 
принадлежащая элементарной арифметике) формула интерпретиру¬ 
ется как задача нахождения некоторого конструктивного объек¬ 
та, называемого реализацией формулы и кодирующего информацию 
о ее конструктивной истинности; формула называется реализуе¬ 
мой, если она имеет реализацию. При этом, например, для фор¬ 
мулы без свободных переменных, имеющей видѴх А, ее реализа¬ 
цией считается программа алгоритма, дающего по любому значе¬ 
нию переменной х реализацию подстановки этого значения в А 
вместо х; реализацией формулы вида А -в (где А и в - форму¬ 
лы без свободных переменных) считается программа алгоритма, 
перерабатывающего всякую реализацию А в некоторую реализацию 
В . Далее определяются реализуемость и неопровержимость пре¬ 
дикатных (и, в частности, пропозициональных) формул. Именно, 
предикатная формула называется (согласно [Пли 78]): I) неоп¬ 
ровержимой (в [Нов 77 ] - "реализуемой"), если для каждой под¬ 
становки арифметических формул вместо ее предикатных (в част¬ 
ности, пропозициональных) букв существует реализация резуль¬ 
тирующей арифметической формулы; 2 ) реализуемой (в [Нов 77] - 
"эффективно реализуемой”), если существует алгоритм, указываю¬ 
щий для каждой такой подстановки реализацию результата. Су¬ 
ществуют предикатные формулы, являющиеся неопровержимыми, но 
не являющиеся реализуемыми (см. [Пли 76], [Пли 78]); можно ли 
найти такую формулу среди пропозициональных - неизвестно. Ша¬ 
нин в [Шан 58], [Шан 58а] подверг критике клиниеву концепцию 
реализуемости (Клини обсуждает эту критику в [Кли 60]) и пред- 
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ловил свой собственный вариант конструктивной семантики; этот 
вариант связывает конструктивные задачи не со всеми суждения» 
ми, а лишь с некоторыми, и опирается на так называемый "алго¬ 
ритм выявления конструктивной задачи" (а также на "алгоритм 
мажорирования арифметических суждений", см. [Шан 73]). 

Другим уточнением замысла Колмогорова служит введенная в 
[ЫедР 55], [МѳдЮ 56] семантика пропозициональных форцул. По¬ 
добная же семантика была введена в [Цуч 63]. Первая семантика 

основана на сильных, а вторая на слабых степенях трудности. 

Для того, чтобы представить каждую из семантик как семантику 
проблем, необходимо вспомнить (см. часть I, § ДЗ, и часть Е, 

§ 1), что сильная (соответственно, слабая) степень трудности 
представляет собой класс эквивалентных массовых проблем в 
смысле Медведева, если эквивалентностью проблем считать их 
сильную (соответственно, слабую) сводимость друг к другу. 

Итак, возьмем решетку Медведева или решетку Мучника. Для про¬ 
извольного В из выбранной решетки пропозициональные связки 
следующим образом интерпретируются как операции на начальном 
сегменте Б е ={Х| О^^ЙЗВ) этой решетки: конъюнкция ^ как п, 
дизъюнкция ѵ как л, импликация А-»(В есть наименьший элемент 
(доказывается, что такой существует) множества {С|в < л іі 0} ; 
наконец, ч л есть л -* в « Всякая доказуемая формула интуицио¬ 
нистского пропозиционального исчисления тождественно прини¬ 
мает значение О на любом 8^. Далее, только для решетки Мед¬ 
ведева: приВв 1 для формул, не содержащих отрицания, имеет 
место теорема полноты (сы. [МѳдЮ 62]): всякая форцула такого 
вида, тождественно равная © на доказуема в интуиционист¬ 
ском пропозициональном исчислении; для формул, содержащих от¬ 
рицание, эта теорема полноты очевидным образом нарушается (в 
противоречии со сказанным в [Рода 67, § 13.7]: формула тДѵпА, 
тождественно равна нулю, но недоказуема), и задача о такой 
выборе В, чтобы теорема полноты имзла место для всех формул 
интуиционистского пропозиционального исчисления, остается от¬ 
крытой. Имеет ли место какая-либо тэорѳма о полноте для решет¬ 
ки Мучника, неизвестно. 

Говоря о конструктивной логике, мы ограничивались до сих 
пор лишь суждениями - их конструктивным пониманием и умозаклю¬ 
чениями, ведущими к конструктивному обоснованию их истинности 
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(следует заметить, впрочем, что в конструктивной логике понять 
суждение - значит понять, что является его обоснованием). Од¬ 
нако логика занимается еще и понятиями, и конструктивное ос¬ 
мысление понятий также должно составлять предмет конструктив¬ 
ной логики. Поскольку истоки современного конструктивного 
направления в математике лежат в интуиционизме, был предпри¬ 
нят ряд попыток интерпретации некоторых интуиционистских по¬ 
нятий на основе алгоритмов: в частности, такая попытка осу¬ 
ществлена в [Кли 52а] для брауэровского понятия множества и 
в [Усп 57, § 7] для вейлевского понятия функции. 

Специфическую область приложений теории алгоритмов к кон- 
структивизации понятий составляет исследование определений с 
точки зрения их конструктивности, "Конструктивным" условно 
называется такое определение, в котором определяемое свойство 
связывается с наличием некоторой конструкции: таково опреде¬ 
ление перечислимого множества. С другой стороны, определение 
неперечислимого множества "неконструктивно" в том смысле, что 
состоит в простом отрицании наличия соответствующей конструк¬ 
ции. Оказывается, что в ряде случаев среди всех объектов, не 
обладающих свойством А,- "объектов не— а” - удается выделить 
объекты, не обладающие свойством А в некотором конструктивном 
смысле - "объекты конструктивно (или эффективно) не— А". 
Именно, объект "конструктивно не— А",- это такой объект, для 
которого существует алгоритм, отличающий его от любого объек¬ 
та, обладающего свойством А. Например, в [Усп 60, § Щ раз¬ 
бираются конструхтивизации определений неконечного множества, 
неперечислимого множества и неотделимой пары множеств, а в 
[Усп 74, § 9] вводится общее понятие множества, эффективно 
отличного от множеств заданного семейства. Наконец, проблему 
естественно называть эффективно (= конструктивно) нѳрешимой, 
коль скоро существует алгоритм, отыскивающий для каждого кан¬ 
дидата в решения причину, почещу этот кандидат не является в 
действительности решением; для так называемых параметрических 
проблем в [МедЮ 69] этот общий и расплывчатый замысел конкре¬ 
тизируется в точном понятии эффективно опровержимой парамет¬ 
рической проблемы. 
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§ 3. ПРИЛОЖЕНИЯ К МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛОГИКЕ: АНАЛИЗ 
ФОРМАЛИЗОВАННЫХ ЯЗЫКОВ ЛОГИКИ И АРИФМЕТИКИ 

В [Чёрч 56, § 07] математическая логика, или символичес¬ 
кая логика, или логистика определяется как "предмет формаль¬ 
ной логики, изучаемый методом построения формализованных язы¬ 
ков". Среди формализованных языков выделяются чисто логичес¬ 
кие языки (пропозициональные и предикатные), языки арифметики 
и языки теории множеств'. Предикатные языки, как элементарный 
(он же узкий, или 1-го порядка), так и неэлементарные (расши¬ 
ренные или высших порядков), служат для формальной записи 
свойств математических (прежде всего, алгебраических) струк¬ 
тур, в частности, для аксиоматического описания различных 
классов таких структур. Языки арифметики служат для описания 
натурального ряда (который вряд ли может быть задан аксиома¬ 
тически и, во всяком случае, должен очевидным образом рассмат¬ 
риваться как предшествующий каким-либо аксиоматическим рас¬ 
смотрениям). Языки теории множеств не имеют отчетливой семан¬ 
тики и предназначены для записи различных аксиоматических 
теорий. 

В тех случаях, когда это осмысленно, для форцул языка оп¬ 
ределяется понятие истинности (на том или ином классе обслу¬ 
живаемых этим языком структур) и ставится алгоритмическая 
массовая проблема распознавания истинности, или семантическая 
проблема разрешения : построить алгоритм, распознающий по фор¬ 
муле языка, истинна она или нет. Для языков, обладающих доста¬ 
точно богатыми выразительными средствами (а именно, достаточ¬ 
но богатыми для того, чтобы выразить - в разумном смысле - 
какой-либо неразрешимый предикат), семантическая проблема раз¬ 
решения оказывается нерешимой. Нерешаемость семантической 
проблемы разрешения для языка арифметики, содержащего равен¬ 
ство, сложение и умножение, отмечалась выше в § 1. Здесь мы 
заметим только, что нерешаемость этой проблемы, т.ѳ. неразре¬ 
шимость множества истинных формул арифметики, является три¬ 
виальным следствием нѳарифметичности указанного множества, а 
эта не&рифметичность, в свою очередь, представляет собой прос¬ 
тое применение к данному случаю известной теоремы Тарского о 
невыразимости понятия истинности в языке средствами того же 
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языка (см., например, [Усп 82, приложение Б]). Бели для язы¬ 
ка арифметики естественно рассматривать истинность на одной 
структуре (на натуральном ряду), то для предикатных языков 
естественно рассматривать истинность на всех мыслимых струк¬ 
турах, или истинность при всевозможных интерпретациях; так 
понимаемая истинность называется "общезначимостью". Для рас¬ 
ширенных предикатных языков само понимание общезначимости на¬ 
талкивается на серьезные трудности теоретико-множественного 
характера. Для узкого предикатного языка (= языка элементар¬ 
ной логики предикатов) проблема распознавания общезначимости 
привлекала пристальное внимание математических логиков, начи¬ 
ная с 1915 г. (см, [Чёрч 56, § 49]); эта проблема, получившая 
название "баз ЕігЬзсЬе±бші§эргоЫѳт ”, названа в [Гиль Акк 38, 
гл. і, § 12] главной проблемой математической логики. В силу 
теоремы Гёделя о полноте,'баз ЕпЪзсЬеібип@аргоЫѳт равносиль¬ 
на проблеме распознавания доказуемости элементарных предикат¬ 
ных формул (при подходящем понятии доказуемости). В 1936 г. 
нѳрешаемость <3яз ЕпЪзсЬеібшійзргоЪІет была независимо уста¬ 
новлена Чёрчем и Тьюрингом (см. [Чёрч 36а], [.Чёрч 366], [Гью 
36], [Тью 37]). Аналогичные результаты имеют место и для реа- 
лизуемостной семантики предикатных формул (см.§2):невозможен 
ни алгоритм, распознающий реализуемость таких формул, ни ал¬ 
горитм, распознающий их неопровержимость. Эти результаты сле¬ 
дуют из теорем Ііписко : 1) множество всех реализуемых преди¬ 
катных формул не является арифметическим (см. [Пли 73], [Пли 
77]); 2) множество всех неопровержимых предикатных формул не 
является арифметическим (см. [Пли 76], (Дли 78]). Относитель¬ 
но разрешимости и арифметичности множества реализуемых и мно¬ 
жества неопровержимых пропозициональных формул ничего не из¬ 
вестно. 

Наряду с проблемой разрешения для множества истинных фор¬ 
мул, представляющей собою проблему построения алгоритма, ес¬ 
тественно ставить проблещу порождения этого множества, пред¬ 
ставляющую собою проблещу построения исчисления: требуется 
построить исчисление, порождающее все истинные и только истин¬ 
ные форщулы (в эквивалентных терминах: построить логистическую 
систему, в которой доказываются в точности такие формулы). 
Теорема Гёделя о полноте дает положительное решение этой проб- 
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лемы для языка элементарной логики предикатов» а теорема Гё¬ 
деля о неполноте - отрицательное решение этой проблемы для 
языка элементарной арифметики. Включение теоремы о неполноте 
в контекст понятий теоретического программирования осуществ¬ 
лено в [Глу 79]. 

Теорему о неполноте можно воспринимать как чистую теорему 
несуществования. Однако уже доказательство (а в косвенной 
форме - даже формулировка) самого Геделя в [ Гёд 31] содержи* 
алгоритм, позволяющий по любому исчислению (логистической системы 
мѳ) указать отличие порождаемого этим исчислением множества 
(« множества всех формул, доказуемых в этой логистической систе¬ 
ме) от множества всех истинных формул арифметики, т.ѳ. указать 
элемент одного из этих множеств, не принадлежащий другому. 

Ясно, что этим свойством "эффективной гёдѳлѳвости" (сравни 
СУсп 74, § 10]) обладают в точности те языки, у которых мно¬ 
жество всех истинных формул эффективно отлично (см. § 2) от 
всех перечислимых (= породимых) подмножеств множества всех 
формул. 

Невозможность ввести для какого-либо языка адекватное» 
т.е. равнообъемное истинности, понятие доказуемости (а эта 
невозможность и составляет предмет теоремы о неполноте для 
рассматриваемого языка) тесно связана с понятием неотделимос¬ 
ти (два множества неотделимы , если они не являются отделимыми, 
см, § 1). Как подметили Клини (см. [Кли 52, § 61]) и Колмого¬ 
ров (см, [Усп 53] или [Усп 53а]), если имеются два неотдели¬ 
мых множества формул какого-либо языка, причем все формулы 
из первого множества истинны, а все формулы из второго множест¬ 
ва ложны (в том смысле, что истинны их отрицания), то для рас¬ 
сматриваемого языка нельзя ввести непротиворечивую логистическую 
сиетѳцу, являющуюся полной (т.ѳ. такой, в которой все истин¬ 
ные форцулы оказывались бы док&зуѳшши ). Это обстоятельство 
позволяет получать теоремы неполноты, избегая рассмотрения 
сложно устроенного множества всех истинных формул (содержаще¬ 
го и такие формулы, установление истинности которое встре чае т 
трудности), а ограничиваясь построением какого-либо множест¬ 
ва "заведомо истинных” формул и какого-либо множества "заве¬ 
домо ложных” формул - так, чтобы эти два тожества были срав¬ 
нительно просто устроены, но все же неотделимы. (Различные 
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варианты конструктивизации понятия неотделимости - см. [Усп 
53а], [Шму 58], [Шму 60], [Шму 61, гл. У, § 1 и § 12], [Усп 
60, § ІЗ] - естественно приводят к соответствующим вариантам 
эффективной гёделовости.) Аппарат неотделимости может быть 
применен и для установления керешаемости семантических проб-', 
лем разрешения (см. [Тра 53]). 

Всю теорию доказательств можно рассматривать как ветвь 
прикладной теории алгоритмов и исчислений. И дело тут не толь¬ 
ко и не столько в результатах, сколько в исходных идейных 
предпосылках. Саш понятия формального доказательства и дока¬ 
зуемой формулы, рассматриваемые во всей их общности, опирают¬ 
ся на фундаментальные представления алгоритмического или ис- 
числитѳльного характера. Здесь возможны два подхода (разумеет¬ 
ся, эквивалентных), отдающие, соответственно, примат понятию 
исчисления или понятию алгоритма. 

Первый подход состоит в том, что понятие доказуемой фор¬ 
мулы вводится непосредственно, без использования понятия до¬ 
казательства: формула называется доказуемой, если она порожда¬ 
ется рассматриваемой логистической системой.Доказательства вво¬ 
дятся потом как протоколы (= записи) порождений. Что же каса¬ 
ется самого понятия логистической системы, как оно понимается,, 
например, в [Чёрч 56, § 07] или в [Мин 67, § 12.2], то трудно 
отличить это понятие от общего понятия исчисления - можно 
просто сказать, что логистические системы - это такие йсчиолени: 
которые ориентированы на получение формул в формализованных 
языках (и эта направленность отражается в сопутствующей тер¬ 
минологии ). 

Второй подход состоит в том, что сперва вводится понятие 
доказательства, а затем, через него, определяется понятие до¬ 
казуемой формулы. Основное, что требуется от доказательства 
при таком подходе, это чтобы существовал алгоритм, отличающий 
доказательства от нѳдокаэательств, т.е. чтобы множество всех 
доказательств было разрешимым; это требование обосновано в 
[Чёрч 56, § 07]. Рассматриваемый подход естественно приводит 
к понятию дедуктики (см. [Усп 74, § 3], [Усп 82, § 1, п.3.3]). 
Дедукт'ікой над алфавитом Б рассматриваемого языка называется 
произвольная тройка <ДД>, 6) , где Д - произвольный алфавит 
(алфавит доказательств), о- произвольное разрешимое множество 
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слов в алфавите Д (шожество всех доказательств) и 6- такая 
вычислимая функция (функции выделения доказанного), которая 
определена на всяком элементе из и и значениями которой служат 
слова в алфавите Б, Те слова в Б, которые принадлежат множе¬ 
ству &(в), называются доказуемыми относительно данной дѳдук- 
тики. Понятие дѳдуктики может трахтоваться как уточнение на¬ 
иболее общего интуитивного представления о формальном доказа¬ 
тельстве. 

Заметим в заключение, что, как подчеркнуто в [Чёрч 56, 

§ 07], использование алгоритмических представлений требуется 
не только при введении понятия доказуемости, но и на более 
ранних стадиях изучения формализованных языков, в частности, 
при определении понятия (правильно построенной) формулы. 

§ 4. ВЫЧИСЛИМЫЙ АНАЛИЗ 

Понятие вычислимого действительного числа и вычислимой 
функции действительного переменного восходят к статье Бореля 
[Бор 12]; в этой же статье намечены и некоторые основные фак¬ 
ты вычислимого анализа. Раздел Ж указанной статьи называется 
^Вычислимые числа" ( "ііотЪгез саісиіаъіев”) и начинается со 
следующего определения: "Мы скажем, что число а вычислимо, 
коль скоро для произвольного целого п можно получить рацио¬ 
нальное число, которое отличается от а менее, чем на 1/п". 
Сделанное к этой формулировке примечание о*достоверном и не¬ 
двусмысленном методе * получения (оно процитировано нами в 
ч. I, § 1) не оставляет сомнений, что Борель имел ввиду самую 
общую концепцию алгоритмической вычислимости. Сейчас мы бы 
сказали: "Действительное число а вычислимо, коль скоро суще¬ 
ствует алгоритм, дающий по всякому целому положительному а 
рациональное приближение к а с точностью до 1/п". Далее Бо¬ 
рель указывает, что если два вычислимых числа не равны, то 
их неравенство может быть рано или поздно обнаружено путем 
подбора достаточно близких рациональных приближений (хотя 
точность, с которой необходимо брать такие приближения, и не 
может быть предвидена заранее); если же два вычислимых числа 
равны, то попытка обнаружить их равенство может натолкнуться 
на неразрешимые трудности < аітсиіѣев іпаоІиЫеа ) . Совре- 


258 



ценная формулировка: "каково бы ни было конструктивное дейст¬ 
вительное число у , невозможен алгоритм, указывающий для лю¬ 
бого конструктивного действительного числа х- верный член дизъ¬ 
юнкции (хі=у) ѵ (з^у)“ ([Куш 73, гл. 4, § 1, теорема 3]). Раз¬ 
дел Щстатьи Борѳля называется "Вычислимые функции и функции 

с асимптотическим определением” <"Ьез ^опсЫогш саісиіаѣіез 
еѣ Іее !?опсЬіопэ а бѳ^іпѣіоп азупЛо'Ыдие ” ) » Буквальная фор¬ 
мулировка гласит: "функция вычислима, коль скоро ее значение 
вычислимо для каждого значения аргумента". Однако в последую¬ 
щих комментариях Борѳль по существу требует наличия алгорит¬ 
ма, позволяющего по а и п вычислить ?(а) с точностью і/п, 
поясняя при этом, что "задать вычислимое число а - это просто 
задать метод получения а с произвольной точностью". Современ¬ 
ное определение вычислимой функции вычислимого действительно¬ 
го переменного (см. ниже) может поэтому трактоваться как уточ¬ 
нение определения Бореля. (Правильнее было бы сказать, впро¬ 
чем, что одновременно с уточнением происходит и ограничение 
области определения: "современные” вычислимые функции рассмат 
риваются лишь на вычислимых действительных числах.) Борель 
формулирует и утверждение о непрерывности вычислимой функции 
(доказательство этого утверждения было найдено лишь в 1956 г. 
Цейтиным, см. ниже). Он пишет: "функция не может быть вычисли¬ 
мой, если она не является непрерывной, по крайней мере для 
вычислимых значений аргумента", "Более того, - указывает Бо¬ 
рѳль, - нужно предполагать известной меру непрерывности функ¬ 
ции, то есть инфинитезимальный порядок (в обобщенном смысле) 
изменения функции в сравнении с изменением аргумента”. Если 
понимать эту "меру непрерывности" как вычислимый регулятор 
непрерывности (см. ниже), можно заключить, что Борѳль имел в 
г;*ду не просто непрерывность, но вычислимую непрерывность. 

Систематическое развитие вычислимого анализа на основе 
точных алгоритмических представлений началось со статьей Тью¬ 
ринга [Тыо 36], [Тью 37]. История этого развития прослежена 
в [Куш 73, введение, п. 2]. Публикации в обсутдаемой области 
можно отнести к одному из двух направлений. За первым из них 
мы сохраняем термин " вычислимый анализ ", второе обычно назы¬ 
вается "конструктивным анализом" . Объекты, изучаемые в первом 
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Направлении, носят названия "вычислимые числа", "вычислимые 
функции" и і.п. , объекты второго направления называется "кон¬ 
структивный числами", "конструктивными функциями" и т.п.; 
к сожалению, это разделение терминологии не всегда соблюдает* 
ся. Различие между направлениями состоит в следущем. Вычис¬ 
лимый анализ вццеляет среди традиционных объектов анализа - 
чисел и функций - вычислимые, т.е. связанные определенным об¬ 
разом с алгоритмами. Конструктивный анализ рассматривает вы¬ 
числимые числа и функции не как часть более обширной совокуп¬ 
ности всех чисел и функций, а сами по себе, более того, поня¬ 
тие программы числа или функции является для него исходным: 
конструктивным числом называется то, что в вычислимом анализе 
называется программой вычислимого числа, а конструктивной 
функцией - то» что в вычислимом анализе называется программой 
вычислимой функции; на конструктивных числах и конструктивных 
функциях затем вводится отношение равенства, означающее, ра¬ 
зумеется, не совпадение соответствующих конструктивных объек¬ 
тов, а совпадение задававшее пт чисел и функций. Такой способ 
изложения позволяет говорить непосредственно об алгоритмах 
над конструктившши числами и конструктивными функциями. Ясно, 
что понятия и результаты вычислимого анализа и конструктивно¬ 
го анализа без труда переводятся друг в друга. Следует, одна¬ 
ко, отметить, что в содержание понятия "конструктивный анализ" 
как правило,вкладывается еще и требование использовать только 
конструктивную логику (см. [Куш 79а]). 

Начальные понятия вычислимого анализа таковы: 

1. Вычислимая последовательность рациональных чисел; это 


понятие не нуждается в комментариях. 



последовательность. Это последовательность, обладающая вычис¬ 


лимым регулятором фундаментальности. 



ности (или 




ято 




себе) для последователь¬ 


ности {а п } называется такое отображение Ь множества в Н, 


что |а - а |<е при любых р и д , больших ь(е) . Согласно 
[Марк 54а,], [Марк 58і] , последовательность называется регѵляр- 



ѳели для любых ш и 


п 


таких что т<п, соблю¬ 


дается условие |а т -а Е | < 2 -т . Очевидно, каждая вычислимая 
вычислимо сходящаяся последовательность обладает вычислимой 
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&ѳ регулярно сходящейся подпоследовательностью. 

3. Вычислимое действительное число . Существует нескольхо 
эквивалентных определений этого понятия: 

1) определение Бореля, уточненное с помощью понятия алго¬ 
ритма (см. выше); 

2) определения Тьюринга иэ [Тыо 36], [Тьв 37] - первые 
определения, использующие какую бы то ни было вычислительную 
модель (да и вообще первые строгие, в математическом смысле, 
определения); 

3) определение Шпекера из [Шло 49]: действительное число 
вычислимо, если оно есть предел вычислимой и вычислимо сходя¬ 
щейся последовательности рациональных чисел; 

4) определение Маркова из [Марк 64а], [Марк 58г], перело¬ 
женное в терминах вычислимого анализа:действительное число 
вычислимо, если оно есть предел вычислимой регулярно сходящей¬ 
ся последовательности рациональных чисел; 

5) определение "по Дѳдекинду": <к вычислимо, если каждое 
из множеств {ге щ| ка} и {ге щ]г>а} перечислимо. 

Множество всех вычислимых действительных чисел называется 
вычислимым КОНТИНУУМОМ . 

4. Программа вычислимого действительного числа . Определе¬ 
ние этого понятия может быть легко получено на основе любого 
из перечисленных определений вычислимого числа. Например, оп¬ 
ределение Бореля приводит к такому определении программы: 
программой числа «называется программа алгоритма, который по 
всякоцу е е$ + дает рациональное еоприближение к а. Нужно 

иметь и виду, что одно иэ определений Тьюринга, связанное с 
разложением числа в бесконечную десятичную дробь (это опреде¬ 
ление требует, чтобы последовательность десятичных знаков бы¬ 
ла вычислима), приводит к "дурному" способу программирования, 
не эквивалентному способам, возникающим из других определений, 
и потому этот способ мы не будем рассматривать. Бее остальные 
способы, возникающие на основе приведенных выше определений, 
одинаково хороши, и переход от программы числа при одном спо¬ 
собе к программе того же числа при другом способе осуществля¬ 
ется алгоритмически (иными словами, возникающие нумерации вы¬ 
числимых действительных чисел их программами эквивалентны в 
смысле ч. I, § 15). Сейчас мы изложим подробно определение 
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программы, отправляясь от определения вычислимого числа по 
Шпекеру. Фиксируем какие-либо две представительные вычисли¬ 
тельные модели, осуществляющие, соответственно, вычисления 
функций из N в ф и из % в Ы", и соответствующие способы 
программирования (см. ч. I, § 15). Следуя Шанину (см. [Шан 
56], [Шан 62]), назовем вещественным дуплексом , или просто 
дуплексом , всякую пару <р 1 , р 2 > , в которой р 1 есть программа 
некоторой последовательности рациональных чисел, а р г есть 
программа некоторого регулятора сходимости в себе этой после¬ 
довательности. Всякий дуплекс, таким образом, задает некото¬ 
рую вычислимую и вычислимо сходящуюся последовательность ра¬ 
циональных чисел и, следовательно, вычислимое действительное 
число, являющееся пределом этой последовательности; рассмат¬ 
риваемый дуплекс называется программой этого числа. Было бы 
неправильно называть программой числа только первый член дуп¬ 
лекса, поскольку этот первый член еще не несет информации, 
позволяющей вычислять число с произвольной точностью. Дейст¬ 
вительно, невозможен алгоритм, дающий по произвольной прог¬ 
рамме произвольной вычислимой последовательности, которая вы¬ 
числимо сходится, программу какого-либо регулятора сходимости 
в себе этой последовательности (см. [Цей'62а, § 3, следствие 
3 ] , [Куш 73 , гл. 4 , § 2 , теорема 2 ] ). Отображение, относящее 
всякему дуплексу задаваемое им вычислимое действительное чис¬ 
ло, служит примером нумерации (при широком понимании, см. чЛ, 
5 15) множества всех вычислимых действительных чисел. Основа¬ 
ние этой нумерации - множество всех вещественных дуплексов - 
называется конструктивным континуумом : оно неперечислимо; бо¬ 
лев того, для любого перечислимого множества дуплексов можно 
указать вычислимое действительное число, не имеющее программы 
в этом множестве (см. (Куш 73 , гл.З, § 4], [Усп 60, § 12, тео¬ 
рема 11]). При замене одной пары представительных моделей на 
другую переход от программы вычислимого действительного числа 
относительно исходной пары к программе того же числа относи¬ 
тельно новой пары осуществляется алгоритмически: это вытекает 
из возможности трансляции, о которой говорилось в ч. 1, § 14. 

5. Вычислимая функция вычислимого действительного перемен¬ 
ного . Для простоты ограничимся функциями одного переменного. 
Излагаемое определение есть несущественное изменение определе- 
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;йия Маркова из [Марк 58г] (у Маркова - "конструктивная функ¬ 
ция вещественной переменной"). Прежде всего фиксируем некото¬ 
рое понятие программы вычислимого числа, например, в виде дуп¬ 
лекса. Функция из вычислимого континуума в вычислимый контину¬ 
ум называется вычислимой , коль скоро существует алгоритм, ко¬ 
торый 1) дает по всякой программе аргумента программу соот¬ 
ветствующего значения функции и 2) не дает никакого результа¬ 
та для любой программы вычислимого действительного числа, не 
принадлежащего области определения функции. 

Дальнейшие понятия связаны с дифференцированием и интег¬ 
рированием вычислимых функций вычислимого действительного пе¬ 
ременного, см. [Куш 73, главы б и 7]. 

Среди результатов вычислимого анализа наиболее замечатель¬ 


ными являются следующие два; 

1. Пример Шпекера (см. [Шпе 493) монотонной ограниченной 
вычислимой последовательности рациональных чисел, не сходя¬ 
щейся ни к какому вычислимому числу. Построение Шпекера было 
впоследствии значительно упрощено Райсом, см. [Райс 543, [Усп 
60, § 12, п. 3], [Март 70, § 1б], [Куш 73, гл. 3, § З3. 

2. Теорема Ёооеля - ІІейтина (см. [Бор 12, разд.ШЗ, [Цей 
59], [Цей 62, гл. У, теорема 3]) о непрерывности и даже вычис¬ 
лимой непрерывности вычислимой функции вычислимого действи¬ 
тельного переменного. Пусть ? - функция действительного пере¬ 
менного с областью определения Е и х 0 ев . Функция Ь., отобра¬ 
жающая в щ + , называется регулятором непрерывности функ¬ 
ции і в точке * 0 , если (Ѵе ещ + )(ТОс еЕ)[|х-х 0 | < Ь(е) **|г(х)- 
-Г(х )| < е]. Непрерывность Г в точке х 0 , очевидно, равно¬ 
сильна наличию регулятора непрерывности в * 0 ; вычислимая не¬ 
прерывность і в х о по определению означает наличие вычислимо¬ 
го регулятора. Теорема Борѳля - Цейтина утверждает, что вся¬ 
кая вычислимая функция вычислимого действительного переменно¬ 
го вычислимо непрерывна в каждой точке х 0 своей области опре¬ 
деления; более того, для заданной і программа регулятора может 
быть алгоритмически найдена по программе числа х 0 (см. [Куш 
73, гл. 5, § 2, теорема 2]). 

Известно, что многие понятия и результаты традиционного 
анализа переносятся с действительной прямой на метрические 
пространства. Аналогичное развитие имеет место и в вычислимом 
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анализе. Так, теорема Борѳля - Цѳйтина является частнш слу¬ 
чаем более общей теоремы Цѳйтина - Мооковакиса (ем. [Куш 73, 
гл. 9, § 2, теорема И]) о непрерывности всякого вычислимого 
частичного отображения из одного эффективно метрического 
пространства в другое (при соблюдении некоторых условий, на¬ 
лагаемых на первое пространство, см. ниже). К понятию эффек¬ 
тивно метрического пространства мы сейчас и перейдем. 

Эффективно метрическое пространство (см. [Ног 663, [Ног 
78, гл. П]) - это метрическое пространство, рассматриваемое 
с некоторой своей нумерацией, причем требуется, чтобы расстоя¬ 
ние между любыми двумя точками этого пространства было вычис¬ 
лимым действительным числом и чтобы существовал алгоритм, даю¬ 
щий программу этого числа по номерам точек. Это понятие по 


существу эквивалентно понятию конструктивного метрического 
пространства, введенному Шаниным (см. [Шан 62, § 9І, а также 
[Цей 593, [Цѳй 62І), и понятию рекурсивного метрического прос¬ 
транства, введенному Московакисом, см. [Моек 643; последние 
два понятия различаются между собой лишь техническими деталя¬ 
ми. Упоминавшаяся выше теорема Цѳйтина - Мооковакиса была дока¬ 
зана Цейтиным и, соответственно, Московакисом именно для кон¬ 
структивных и, соответственно, рекурсивных пространств. Рекур¬ 
сивное пространство Московакиса (как и конструктивное прост¬ 
ранство Шанина) состоит из конструктивных объектов с заданным 
на них отношением эквивалентности. Оно превращается в эффек- 
тивно метрическое пространство, если склеить эквивалентные 
объекты, так что точками нового пространства объявляются клас¬ 
сы эквивалентности, а каждый из исходных конструктивных объ¬ 
ектов объявляется номером содержащего этот объект класса* Вы¬ 
числимый континуум с нумерацией чисел, задаваемой та програм¬ 
мами, служит примером эффективно метрического пространства, а 
конструктивный континуум - примером конструктивного метричес¬ 
кого пространства. Другой пример: эффективно метрическое прос¬ 
транство всех вычислимых последовательностей натуральных чисел 
с бэровской метрикой (соответственно, конструктивное метри¬ 
ческое пространство программ таких последовательностей). 

Проиллюстрируем на примере теоремы Цѳйтина - Московакиса 
некоторые характеристики эффективно метрических пространств* 
Условия, требуемые этой теоремой и обеспечивающие непрерывность, 
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состоят в том, чтобы пространство, на котором задано частич¬ 
ное отображение, было 1) эффективно сепарабельным и 2) эффек¬ 
тивно почти полным. Эффективная сепарабельность (согласно 
[Ног 78, гл. Ш , у Московакиса - рекурсивная сепарабельность, 
у Шанина, Цейтина, Кушнера - просто сепарабельность) означает 
наличие перечислимого плотного подмножества. Эффективная почти 
полнота (у Кушнера - слабая полнота, у Московакиса - условие 
(А)) означает наличие алгоритма, который по программе вычис¬ 
лимой последовательности точек пространства и по программе вы¬ 
числимого регулятора фундаментальности этой последовательности 
дает программу предела последовательности в случае, если та¬ 
ковой существует. Оба приведенных выше примера пространств 
являются и эффективно сепарабельными, и эффективно почти пол¬ 


ными. 

Дальнейшим обобщением является понятие эффективно тополо¬ 
гического пространства , введенное и изученное Ногиной (см. 

[Ног 66], [Ног 69], [Ног 78, гл. Ш]), Эффективно топологичес¬ 
кое пространство - это топологическое пространство, рассматри¬ 
ваемое вместе с двумя нумерациями, первая из которых нумерует 
само пространство, а вторая - его (топологическую) базу, так 
что и пространство и база предполагаются счетными; требуется, 
чтобы существовал алгоритм, который по номерам двух элементов 
базы А и в и номеру точки хе Ап в дает номер такого элемента 
базы С , что х € СсА оВ. Для эффективно топологических прост¬ 
ранств вводятся естественные эффективные аналоги аксиом отде¬ 
лимости в смысле Хаусдорфа (см. [Ног 78, гл. ХУ і) ; в каждом 
таком аналоге требуется наличие алгоритма, дающего номера от¬ 
деляющих окрестностей. Одним из основных результатов является 
получение условий, необходимых и достаточных для того, чтобы 
эффективно топологическое пространство было эффективно метри- 
эуемым . т.ѳ. эффективно гомеоморфным эффективно метрическому 
пространству (см. [Ног 66], [Ног 78, гл. V]). Другой резуль¬ 
тат состоит в перенесении на эффективно топологические прост¬ 
ранства теоремы Цейтина - Московакиса (см. [Вай Ног 76]). 

Наряду с вычислимым анализом в строгом смысле возможен и, 
так сказать, "отчасти вычислимый"анализ . Этот термин мы при¬ 
лагаем к алгоритмическим конструкциям, ларактеризующим множест¬ 
ва обычных действительных чисел. Так, среди открытых множеств 
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действительной прямой можно ввделить эффективно открытые 
множества: множество называется эффективно (конструктивно, 
рекурсивно) открытым, если оно есть объединение перечислимой 
системы интервалов с рациональными концами. Подобная "эффек- 
тивиэация" может быть произведена для самых различных типов 
множеств (в частности, для борелевских множеств - см. [Март 
70, § 30]). 

Займемся теперь эффективна ациѳй понятия множества дейст¬ 
вительных чисел, имеющего меру нуль. Такие множества называ¬ 
ются также пренебрежимыми. Среди всевозможных прѳнебрехимых 
множеств выделяются эффективно (конструктивно, рекурсивно) 
пренебрежимые множества, или множества эффективно нулевой ме¬ 
ры: множество эффективно пренебрежи мо, если можно эффективно 
указать содержащее его эффективно открытое множество сколь 
угодно малой меры. Более точно, множество называется эффектив¬ 
но првнѳбрежимым, если существует алгоритм, который по каждо¬ 
му е е дает программу покрывающей множество перечислимой 
системы интервалов с рациональными концами, сумма длин кото¬ 
рых меньше е; заметим, что эта суша, в силу примера Шпекѳра, 
может и не быть вычислимым числом. Как объявлено в [Зас Цѳй 
56] и доказано в [Зас Цей 62], вычислимый континуум является 
эффективно преаѳбрежимым множеством. Основной результат в этой 
области - теорема Маотин-ЛёФа (см. [Мартбб], [Март 66а], [Март 
70, $ 35]): существует эффективно прѳнебрежимое множество, яв¬ 
ляющееся наибольшим, т.е. содержащее в качестве подмножества 
любое эффективно пренебрежимое множество. (Отсюда немедленно 
вытекает упомянутая эффективная г.рензбрегашость вычислимого 
континуума: в самом деле, каждое одноэлементное множество, 
состоящее из вычислимого действительного числа, эффективно 
пренебрежимо, а значит и объединение всех таких множеств со¬ 
держится в наибольшем эффективно пренебрежимом множестве.) 
Дополнение к наибольшему множеству эффективно нулевой меры - 
множество эффективно полной меры - называется, согласно [Март 
70, $ 35], конструктивным носителем меш. К сфере отчасти вы¬ 
числимого анализа относится и исследование обычных функций 
действительного переменного, обладающих теми или иными алго¬ 
ритмическими свойствами типа вычислимой аппроксимируемости 
(см. [Шпе 49], [Кла 61, $ 7]) или вычислимой непрерывности (см. 
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[Кла 61, § 8.1). 

Разумеется, "отчасти вычислимый анализ" не ограничивается 
действительной прямой. Понятия эффективно открытого, эффек¬ 
тивно - и т.п. множеств осмыслены для любого топологичес¬ 
кого пространства с нумерованной базой. В [Куз Тра 55] эти 
понятия, в применении к бэровскому пространству, используются 
для исследования вычислимых (частичнорекурсивных) операторов 
(см. также [Усп 57, § 11}). Теорема Мартин-Лёфа и предложен¬ 
ное ее автором доказательство сохраняют силу в общей ситуации, 
которую мы сейчас опишем. 

Сперва два определения. 

1) Пусть м - занумерованное множество с нумерацией а и 
основанием нумерации в, пусть м- функция из м в вычисли¬ 
мый континуум; ц называется вычислимой , коль скоро существует 
алгоритм, дающий по всякому п еЕ программу числа ц(а(п)) 
(сравни с определением вычислимой функции вычислимого дейст¬ 
вительного переменного и с определением расстояния в эффектив¬ 
но метрическом пространстве). 

2) Пусть а- натуральная нумерация системы множеств м 
и пусть ц- определенная на м вещественнозначная функция; 
множество д называется эффективно ггренебоежимым . если сущест¬ 
вует алгоритм, который для каждого ее^ + дает программу тако¬ 
го породимого множества к с что семейство множеств (а(к)| 

| кеК} образует покрытие для а и В цСаСк)) <е. 

Общая Дюшулиоовка теоремы Мартин-ЛёФа такова. Пусть м - 
счетная система множеств с натуральной нумерацией а и цусть 
іі - вычислимая функция из м в вычислимый континуум, всюду 
определенная на м. Тогда существует наибольшее (по включению) 
эффективно пренебрежимое множество. (В обычных применениях 
теоремы м- счетное полукольцо множеств в смысле ГКоли Фом 
76, гл. I, § 5], а и является мерой на этом полукольце.) 

§ 5. НУМЕРОВАННЫЕ СТРУКТУРЫ 

Нумерованная структура - это математическая структура (в 
широком смысле, как у Бурбаки), рассматриваемая вместе с ну¬ 
мерацией (см. ч. I, § 15) одного из составляющих множеств или 
с нумерациями нескольких таких множеств. Пример: эффективно 
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топологическое пространство (см. § 4) является нумерованным 
топологическим пространством, поскольку имеет нумерацию мно¬ 
жества своих точек и нумерацию топологической базы. 

Интерес к нумерованным структурам вызван желанием дать 
(конструктивные) имена рассматриваемым (не конструктивным) 
объектам. Для примера рассмотрим ординалы и системы обозначе¬ 
ний для них. В качестве таковых систем мы, следуя Клики (см. 
ГРодж 67, $ 11.7І ), будем рассматривать нумерации множеств 
ординалов, обладающие некоторыми естественными свойствами. 
Именно, системой обозначений называется нумерация некоторого 
начального отрезка ординалов, обладающая следующими свойствами: 

1) существует алгоритм, определяющий по всякому номеру 
ординала, кассой из трех следующих случаев имеет место: орди¬ 
нал равен нулю,имеет предшественника, является предельным, 

2) существует алгоритм, который по номеру всякого ордина¬ 
ла, имеющего предшественника, указывает один из номеров этого 
предшественника*. 

3) существует алгоритм, который по номеру всякого предель¬ 
ного ординала дает программу такой последовательности номеров 
ординалов, что последовательность ординалов с этими номерами 
возрастает и сходится к нашему предельному ординалу. 

Самая простая система обозначений - тождественная нумера¬ 
ция натуральных чисел (рассматриваемых как ординалы). Чуть бо¬ 
лее сложный пример системы обозначений - нумерация всех орди¬ 
налов, представимых как значение жилинома с натуральными ко¬ 
эффициентами от <■>, этими самыми полиномами. 

Введя понятие системы обозначений, мы получаем возможность 
ввести понятие конструктивного ординала - такого ординала, 
который имеет номер хотя бы в одной системе обозначений. Мы 
видим, как теорія нумераций позволяет дать определение важно¬ 
го и естественного класса ординалов. 

Как доказал Клини (ом. [Рода 67, $ 1-1*7]), существует Мак¬ 
симальная система обозначений, то есть такая система обозна¬ 
чений, в которой каждый конструктивный ординал имеет номер. 
(Имеется и другое описание конструктивных ординалов: ординал 
конструктивен тогда и только тогда, когда он является поряд- 
ковьаі числом некоторого разрешимого порядка - см. [Родя 67, 

$ 11 . 8 ].) 


268 



Особенностью класса конструктивных ординалов как нумеро¬ 
ванного множества является то, что исторически первое опрѳде-* 
ление этого класса фактически использовало общее понятие ну¬ 
мерации (в то время как, например, алгебраические числа, о 
которых будет идти речь дальше, появились, разумеется, безо 
всякой связи с нумерациями и вообще теорией алгоритмов). Именг 
но рассмотрение этого класса побудило Колмогорова сформулиро¬ 
вать общие определения числовой нумерации и сводимости нуме¬ 
раций (см. ч. I, § 15). 

Рассмотрим теперь некоторые другие естественно возникаю¬ 
щие нумерованные структуры. Например, у множества Сот(х, Т) 

(см. ч. I, § 14) имеются нумерации, возникающие из способов 
программирования. Другой пример: стандартная нумерация элемен¬ 
тов какой-либо конечнозаданной алгебры (например, группы) по¬ 
средством термов (см. ч. I, § 15). В этих двух примерах мы 
встречаемся с нумерациями программного типа и структурами с 
позитивными опѳрационно-вычислнмши нумерациями. 

Нумерация программного типа - это нумерация, которую мож¬ 
но получить из способов программирования с помощью операций: 

(1) прямого произведения, (2) кортежного распространения, 

(3) сужения и (4) факторизации. Напомним (ем. ч. I, §15), 
что каждый способ программирования вычислимых функций из І в 
У можно рассматривать как нумерацию семейства Сот(х, Т), а 
каждый способ программирования породимых подмножеств ѵ - как 
нумерацию семейства 5еп(ш); здесь х, т, ш - некоторые ан¬ 
самбли. Только что перечисленные четыре операции достаточно 
очевидны, вот их формальные определения. Пусть а и Э суть нуме¬ 
рации множеств А и В с основаниями ® и Р . Тогда: I) пряма* 
произведением нумераций аир называется нумерация у множества 
А я в, имеющая основание Е * Р и задаваемая формулой: 

у(а,Ъ) а <а(а) , р(Ъ)> » 

2) нумерация Э называется кортежным распространением нумера¬ 
ции а, если В в А 09 , Р = #и Э(<в 1 ,....в^) в ( а(в 1 ), ... 

... а(е^>> ; здесь А°°, В “ суть, соответственно, множества 

всевозможных кортежей над А и над в ; 3), нумерация р называ¬ 
ется сужением нумерации а, если вса, Р = а“^в) и р есть су¬ 
жение а на р ; 4) нумерация р называется Фактор-нѵмвраиией 
нумерации а, если существует отображение г-а -*в с областью 
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определения А и областью значений в, для которого Р «сГ о <х 
Типичный пример нумерации программного типа - нумерация вычис¬ 
лимого континуума посредством дуплексов (см. § 4). 

Известно, что невозможен алгоритм, который по двум прог¬ 
раммам устанавливал бы, являются ли они программами одной и 
той же вычислимбй функции. Поэтому, если а- нумерация прог¬ 
раммного типа, то (за исключением тривиальных вырожденных слу¬ 
чаев) не существует алгоритма, который по произвольным элемен¬ 
там шип основания нумерации распознает, имеет ли место ра¬ 
венство <х(т) в а(п)*нумерация а оказывается неразрешимой в 

смысле ч. I, § 15. Более того, если в построении нумерации 
участвует сужение, основание нумерации оказывается (в невырож¬ 
денных случаях) неразрешимым, а скорее всего - и кѳперечисли- 
мым: неперечислимо, например, множество всех программ всюду 
определенных функций из X в Т. 

Пример нумерации другого, нежели программный, типа - это 
стандартная нумерация элементов произвольной конѳчнопорожден- 
ной алгебры (см. ч. 4, § 15). Все участвующие в сигнатуре опе¬ 
рации, очевидно, оказываются вычислимыми (см. ч. I, § 15) от¬ 
носительно этой нумерации. Бели алгебраическая система не 
только конечно порождена, но и конечно задана, то, как мы зна¬ 
ем (см. ч. I, § 15), стандартная нумерация ее элементов тер¬ 
мами позитивна (но разрешима только при наличии решения у 
проблемы распознавания равенства!). Этот важный алгебраический 
пример показывает роль позитивных нумераций с разрешимыми осно¬ 
ваниями и вычислимыми сигнатурными операциями. По-видимому, 
именно на такие нумерации должно быть обращено главное внима¬ 
ние при изучении нумерованных алгебр. (Заметим, что такая ну¬ 
мерация может и не быть конструктивизациѳй, см. ниже). Поэто¬ 
му они заслуживают того, чтобы дать им какое-нибудь специаль¬ 
ное название; авторы, однако, не смогли придумать хорошего 
названия, удовлетворяющего требованиям [Маль 66, с. 72] и 
[ЕршА 77, с. 763. Может быть, называть эти нумерации квази¬ 
стандартными? 

Вот еще пример алгебраической структуры, имеющей некоторую 
естественную нумерацию, оказывающуюся "квазистандартной" . 

Это - множество алгебраических вещественных чисел, занумеро¬ 
ванное с помощью полиномов с целыми коэффициентами. Отношения 
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равенства и порядка оказываются разрешимыми, а операции сложе¬ 
ния и умножения - вычислимыми относительно этой нумерации. 

Мы не входим в технические детали построения нумерации алгеб¬ 
раических чисел с такими свойствами; ограничимся указанием на 
то, что по существу именно такая нумерация описывается в обыч¬ 
ных доказательствах счетности множества алгебраических чисел. 

Изложенный пример подводит нас к понятию нумерованной и, 
далее, конструктивной алгебраической системы. Теория нумеро¬ 
ванных и, прежде всего, конструктивных алгебраических систем 
была основана Мальцевым и развита Ю.Л.Ершовым (см. [Маль 61], 
[ЕршЮ 73], [ЕршЮ 74], [ЕршЮ 80], [Гон 79]). 

Пусть задана сигнатура {=, Р 1 , Р 2 ,? г где 

» , Р ) ,Р г ,... суть предикатные символы, г - функци¬ 

ональные символы. Естественно рассматривать такие сигнатуры, 
для которых валентность символов Р 1 и эффективно находится 
по і. Для таких сигнатур множество всех формул логического 
языка (скажем, первого порядка), естественно расположенное в 
подходящем словарном ансамбле, разрешимо. 

Итак, цусть а - сигнатура описанного типа. Пусть, далее, 
Шя <м,о) - алгебраическая система (а.систѳма). Пара <№,ѵ> , 
где ѵ- натуральная нумерация множества Л,называется нумеро¬ 
ванной а.системой . Обозначим через о'сигнатуру, получаемую 
добавлением к а символов констант с 0 , о ,.... Будем считать, 
что значением (интерпретацией) константы с 1 является ѵ(і)для 
всех і € Н. Назовем нумерованную а.систѳму фцѵ> конструктив¬ 
ной а.системой (или рекурсивной а.систѳмой), если ыножество 
бескванторных предложений сигнатуры <?, истинных в а.систе¬ 
ме < м,о') , разрешимо; нумерация ѵ называется в этом случае 
конструктивной нумерацией (см. [Маль 62а]), или конструктиви- 
зациѳй а.системы "Ш.. Другими словами, нумерация называется 
конструктивизацией!, если все сигнатурные функции вычислимы, 
а все сигнатурные предикаты, включая предикат равенства, раз¬ 
решимы относительно этой нумерации (в смысле, разъясненном в 
конце § -15 из ч. I ). Алгебраическая система называется кон- 
структивизируемой . если у нее существует конструктивиэация. 

Для случая алгебр понятие (но не термин) кокструктивизируемой 
а.системы впервые появилось в работе Кузнецова (у Кузнецова - 
"общерекурсивная алгебра", см. [Якове 59, с. 79]). Если теперь 
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говорить не о бескванторных предложениях, а о любых предложе¬ 
ниях (языка первого порядка) сигнатуры а*, то получится оп¬ 


ределение сильно конструктивной а.системы, 


визации и 




Ясно, что сильная конструктивиэируѳмость а,системы влечет 
разрешимость элементарной теории этой а.системы. Обратное, 
вообще говоря, неверно: элементарная теория сложения на не¬ 


стандартном натуральном ряду разрешима, но соответствующая 


а.система не только не является сильно конструктивизируѳмой, 
но даже не конструктивизируема в силу полученного в [Твѳ 82] 
усиления теоремы Тенненбаума (ем. конец данного параграфа). 

Очевидно, каждая конструктивизация является разрешимой 
нумерацией. Для алгебр конструктивность натуральной нумерации 
равносильна выполнению двух требований: требования вычисли¬ 
мости сигнатурных операций (относительно нумераций) и требова¬ 
ния разрешимости нумерации. Известно (см. ч. I, § 15), что 
каждая разрешимая натуральная нумерация бесконечного множест¬ 
ва эквивалентна некоторой однозначной натуральной нумерации. 
Поэтому если бесконечная а.систѳма вообще доцускаѳт конструк- 


тивиэацию, то она допускает и конструктивизацию, являющуюся 
однозначной нумерацией. 

В случае конѳчнопорождѳнной а.системы естественно рассмот¬ 
реть ее стандартную нумерацию (см. ч. I, $ 15). Конструктивна 
ля стандартная нумерация? Не обязательно: уже отношение равен¬ 
ства может оказаться неразрешимым. Именно ввиду такой возмож¬ 
ности обсуждавшаяся вше в $ 1 алгоритмическая проблема рас¬ 


познавания равенства элементов структуры может оказаться нере- 
шимой. Однако, если структура конструктивизируема, то стандарт¬ 
ная нумерация конструктивна. Для конечнопорождѳнных алгебр 


разрешимость стандартной нумерации равносильна ее конструктив¬ 


ности и, следовательно, равносильна конструктивизируеиости 
рассматриваемой алгебры. (Впервые это обстоятельство отметил 
Кузнецов, см. [Яновс 59, с. 79]). 

Всевозможные конструктивизации данной а.системы образуют 
верхнюю полурѳшѳтку относительно колмогоровской сводимости; в 


случае, если а.систѳма конечно порождена, а указанная полуре- 
ветка нецуста, в этой полурешѳтке есть,наименьший элемент - 
это стандартная нумерация. (Разумеется, педантичнее было бы 


272 



говорить не о самих конструктивизациях, а о классах эквива¬ 
лентных конструктивизаций.) 

Алгебраически корректные массовые проблемы 

Разумеется, если нумерация конструктивна, алгоритмическая 
проблема распознавания равенств элементов (заданных номерами 
в этой нумерации) рѳшима по определению. Однако и в этом слу¬ 
чае другие алгоритмические массовые проблемы, формулируемые 
для данной структуры в алгебраических терминах, могут оста¬ 
ваться нерешаемыми. Возникает вопрос, что такое вообще алго¬ 
ритмическая массовая проблема, формулируемая в алгебраических 
терминах, или, как мы будем говорить, алгебраически коррект¬ 
ная алгоритмическая массовая проблема. В следующем абзаце мы 
надеемся предложить адекватное определение (причем не только 
для конструктивных, но для произвольных нумерованных алгебраи¬ 
ческих систем). 

Фиксируем какую-либо нумерованную а.систѳму. Пусть м - 
ее носитель. Обозначим через иГ множество всех кортежей над 
м . Для любого подмножества в= іГ можно поставить алгоритми¬ 
ческую массовую проблему А р найти алгоритм, распознающий 
по номерам л ,... .^элементов а ,... ,а. , принадлежит ли кор¬ 
теж <а і ,...,а^> подмножеству р . Назовем р устойчивым , если 
оно сохраняется при автоморфизмах, т.е. если, для любого авто¬ 
морфизма а нашей а.системы имеет место а(р) г р. Проблема А р 
называется алгебраически корректной, если она поставлена для 
устойчивого Р. Итак, алгебраически корректная алгоритмическая 
массовая проблема (сокращенно - АКАМП) есть проблема построе¬ 
ния алгоритма, распознающего по номерам каких угодно элемен¬ 
тов а. системы, принадлежит ли кортеж этих элементов произволь¬ 
ному, н0 фиксированному устойчивому множеству. Мы рассматри¬ 
ваем понятие АКАМП как отражение наших интуитивных представле¬ 
ний о (внутренних, см. § 1) массовых проблемах, сформулирован¬ 
ных в алгебраических терминах. 

На совокупности всевозможных АКАМП для фиксированной а. 
системы вводится естественный предпорядок: АКАМП А 1 сложнее, 
чем АКАМП А" (а А” проще, чем А*) коль скоро при воякой 
конструктивизации, при которой рѳшима А*, непременно рѳшима 
и А" . Бывают ли проблемы различной сложности, т.е. неэквива- 
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лентны? относительно только что введенного предпоріщка? Этот 
вопрос был задан одним из авторов Гончарову. В ответном пись¬ 
ме последнего от I июля 1981 г. был указан пример реляционной 
системы и двух ее АКАШ различной сложности. Указанная систе¬ 
ма была специально создана с целью ответа на указанный вопрос, 
и авторам неизвестно, возможно ли обнаружить этот эффект в 
"реально существующих" а.системах. 

Алгоритмические размерности 

Алгебраически корректная алгоритмическая массовая пробле¬ 
ма, решимая при одной нумерации данной а.системы, может ока¬ 
заться нерешимой при другой нумерации той же а.системы. Маль¬ 
цев в ГМаль 62а] сделал тонкое наблюдение: он обнаружил, что 
указанная возможность реализуется даже для конструктивизапдай. 
Именно, в [Маль 62а] исследована абелева группа - счетная 
прямая сумма слагаемых, каждое из которых изоморфно аддитив¬ 
ной группе рациональных чисел - и установлено, что для этой 
группы алгоритмическая проблема линейной зависимости имеет 
решение при одной конструктивизации и не имеет решения при 
другой. Таким образом, для этой группы существуют конструкти¬ 
визации столь различные, что возможна АКАШ, решимая при од¬ 
ной конструктивизации и нерешшая при другой. Возникает опре¬ 
деление существенного различия конструктивизации (и, вообще, 
нумераций): две нумерации данной а.системы существенно раз¬ 
личны, если существует АКАШ, решимая при одной нумерации и 
не решимая при другой. Таким образом, Мальцев нашел первый 
пример существенно различных конструктивизации; ценность это¬ 
го примера в том, что и соответствующая а.система и существен¬ 
но различающая конструктивизации АКАШ не были построены ис¬ 
кусственно, а обе были обнаружены в математической действи¬ 
тельности. 

Отношение "не быть существенно различными" есть некоторое 
отношение эквивалентности на нумерациях и, в частности, на 
конструктивизациях данной «.системы. Другое отношение эквива¬ 
лентности на нумерациях - это отношение эквивалентности по 
Колмогорову, известное нам из ч. I, § 15. Первое из этих отно¬ 
шений крупнев, или грубее, второго: если две нумерации экви¬ 
валентны по Колмогорову, они не могут быть существенно различ- 
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ними. Между этики двумя отношениями можно расположить еще ряд 
эквивалентностей, так и иначе отражающих алгоритмическую при¬ 
роду рассматриваемой а.системы. К их изложению мы сейчас и 
перейдем. 

Итак, фиксируем какую-либо а.систему с носителем м и рас¬ 
смотрим различные ее нумерации (в частности, конструктивиза- 
ции). Для каждой из таких нумераций V построим ее кортежное 
распространение ѵ. ЕслиРсгі”, то ѵ" 1 (Р) сН 00 ; говоря в 
дальнейшем о характеристической функции множества \ГЧр) , мы 
имеем в виду либо функцию, определенную на М 50 , либо - это 
безразлично - функцию, определенную на некотором ансамбле, 
включающем . Пусть теперь ши р - две нумерации нашей а. 
системы. Фиксируем некоторый способ программирования и будем 
говорить, что а программно сводится к р, коль скоро сущест¬ 
вует алгоритм, обладающий следующим свойством: всякий раз, 
как р оказывается программой характеристической функции мно¬ 
жества а -1 (Рі гдѳ~ Рѳсть некоторое устойчивое подмножество 
множества іР , алгоритм дает результат в применении к р, и 
этим результатом служит какая-то программа характеристической 
функции множества {Г 1 (Р). В силу взаимной транслируемое™ 
способов программирования (см. ч. I, § 14), отношение програм¬ 
мной сводимости не зависит от выбора способа программирования. 

Будем говорить, что а равномерно сводится к 0, коль ско¬ 
ро существует вычислимая (в смысле § '13 из ч. I) операция, 
преобразующая характеристическую функцию тожества а"' 1 (Р) в 
характеристическую функцию множества р -1 (р) для любого устой¬ 
чивого множества р. Очевидно, что из равномерной сводимости 
вытекает свѳдиместь программная (см. ч. I, § 14). Каждое из 
этих понятий сводимости приводит к своему понятию эквивалент¬ 
ности: две нумерации программно (соответственно, равномерно) 
эквивалентны, вели ѳни программно (соответственно, равномерно) 
сводятся друг к другу. Из равномерной эквивалентности вытека¬ 
ет программная эквивалентность, а из последней - отношение 
"не быть существенно различимое". Каждая из этих эквивалент¬ 
ностей в той или иной степени отражает интуитивные представле¬ 
ния об эквивалентности нумераций, с точки зрения АКАШ. Быть 
может, все три указанные эквивалентности в действительности 
совпадают (на конструктивизациях или даже на произвольных цу~ 
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мерациюс) - но ш этого не знаем,. Они заведомо совпадают на 
множестве всех конструктивизаций (даже на множестве всех раз¬ 
решимых нумераций) любой а»системы» не имеющей нетривиальных 
автоморфизмов» 

Алгебраические системы» не имеющие нетривиальных автомор¬ 
физмов, называются жесткими . Для нежестких а»систем важнуо 
роль играет введенное Мальцевым в [ Маль 62а ] понятие автоэкви¬ 
валентности нумераций: натуральные нумерации аир некоторой 
а»системы автоэквивалѳнтны если существует такой автомор¬ 

физм о этой а,системы, что нумерации а о а и р эквивалентны по 
Колмогорову (см, ч* I» § 15)» В частности» любые эквивалент¬ 
ные по Колмогорову нумерации автоэквивалентны, но, как заме¬ 
чено в СМаль 62а], обратное, вообще говоря, неверно» Если две 
нумерации автоэквивалентны, то они, как легко видеть, равно¬ 
мерно эквивалентны, а тем самым программно эквивалентны и не 
являются существенно различными» Верш ли обратные импликации, 
неизвестно; известно лишь, что неавтоэквивалентные конструк- 
тивизации могут не быть существенно различными (это показал 
Гончаров в личном сообщении одному из авторов от 6 июня 
1981 г»). Можно показать, что если а»еистема жесткая, то все 
пять эквивалентностей: по Колмогорову, автоэквивалентность, 
равномерная, программная и "не быть существенно различными" - 
совпадают» Число классов эквивалентности, на которые разбива¬ 
ется множество всех конструктивизаций» естественно в этом слу¬ 
чае называть алгоритмической размерностью рассматриваемой 
а,системы» В общем случае, не предполагающем жесткости, поня¬ 
тие алгоритмической размерности распадается на пять понятий: 
"существенная размерность", "программная размерность 11 , "равно¬ 
мерная размерность", "авторазмерность", "колмогоровская раз¬ 
мерность"» Понятие авторазмерности ввел в науку и изучил Гон¬ 
чаров (см» [Гон 80], [Гон 806])» В [Гон 81] авторазмерность 
названа "алгоритмической размерностью"; в нашем понимании это 
одна из алгоритмических размерностей» 

Известно (см*, например, [Гон 76]), что авторазмерность 
любой а»системы не более, чем счетна; колмогоровская размер¬ 
ность может быть и континуальной» Как установлено в основной 
теореме из [Гон 80], для любого кардинала * < к о существует 
жесткое частично упорядоченное множество авторазмерности и 
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(в виду жесткости здесь можно говорить об алгоритмической раз¬ 
мерности). В то же время для любого кардинала и <2 К ° сущест¬ 
вует реляционная структура колмогоровской размерности ч([Гон 
80, следствие]). 

Для произвольной фиксированной а.системы очеведны нестро¬ 
гие неравенства: (существенная размерность) <(програмшая 
размерность)5(равномерная размерность) <(авторазмерность) < 
(колмогоровская размерность). Естественно возникают следующие 
два вопроса. 

Первый вопрос. Бывают ли а.системы, для которых один из 
этих знаков " - " можно заменить на " <"? Здесь известно лишь 
следующее: 1) существуют а.системы, для которых последний из 
знаков "5" можно заменить на " <" (такова, например, изучав¬ 
шаяся Мальцевым группа ); 2) существует реляционная а.сис¬ 
тема, имеющая существенную размерность 2 и авторазмерность к о 
(пример такой структуры приведен в вышеуказанном сообщении 
Гончарова от б июня). 

Второй вопрос. Когда знаки " 5" можно заменить на знаки 
" ="? Как уже отмечалось, все знаки нестрогого неравенства 
можно заменить на знаки равенства в случае жесткой а.системы. 
Очевидно также, что первые три знака можно заменить на знак 
равенства в случае, когда авторазмерность равна единице. Ал¬ 
гебраически е системы авторазмерности единица Мальцев в [Маль 
62а] назвал автоустойчивыми ; в той же работе он отметил, что 
для р е Н всякая полная р-примитивная абелева группа конечно¬ 
го ранга является автоустойчивой. Критерий автоустойчивости 
для конструктивиэируемых булевых алгебр найден в [Гон 75, 
теорема 5]: этот критерий состоит в конечности алгебры. А вот 
любопытные условия, достаточные для того, чтобы конструктиви- 
зируѳмая реляционная а. система имела бесконечную авторазмер¬ 
ность: структура должна иметь как сильную конструктивизацию, 
так и конструктивизацию, не являющуюся сильной (см. [Гон 75а, 
следствие 3.6]). 

Конструктивные и конетрѵктивиэируемые модели 

Ё классической теории моделей центральной проблемой явля¬ 
ется выяснение связей мѳэкду свойствами какого-либо множества 
формул г и устройством класса всевозможных моделей для б . 
Аналогично, в теории конструктивных моделей интересуются уст- 
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ройством класса всех конструктивных или класса всех сильно 
конструктивных моделей множества з. ( Конструктивная или силь¬ 
но конструктивная модель для множества формул 3 - это конст¬ 
руктивная или, соответственно, сильно конструктивная нумеро¬ 
ванная а.система <ТО, ѵ> , такая, что ТпгС есть модель для 8 в 
обычном смысле - т.е. все формулы из 8 истинны в Ш,). Если в 
есть теория, т.е. непротиворечивая совокупность формул, замк¬ 
нутая относительно следствий, то необходимым и достаточным 
условием наличия у з сильно конструктивных моделей служит раз¬ 
решимость 3 (необходимость очевидна и отмечена выше, о доста¬ 
точности см. [ЕршЮ 74, гл. 2, § 3, предложение I], [ЕршЮ 80, 

гл. б, § 2, предложение 3]). Требование, чтобы з образовывало 
теорию, т.е. было замкнутым относительно следствий, является 
существенным: можно предъявить непротиворечивое разрешимое, 
даже одноэлементное 5 (т.е. попросту формулу), не допускающее 
конструктивных, тем паче сильно конструктивных, моделей. Пер¬ 
вые примеры непротиворечивых форцул, не имеющих конструктив¬ 
ных моделей, были предложены в [Кра 53] и [Мост 53]; более 
того, такой пример можно найти среди форцул, содержащих всего 
только один, и притом бинарный, предикат (см. [Раб 583). Каж¬ 
дый из трех перечисленных примеров получался конъюнкцией под¬ 
ходящей системы аксиом теории множеств, однако такие примеры 
возможны и на чисто арифметической основе', см. [Мост 551 > 

[Баур 74], [ЕрпДЗ 74, гл. 6, § 2]. 

Существуют теории, всякая счетная модель которых сильно 
конструктивиэируѳма: как показывает упомянутое выше предложе¬ 
ние из [ЕршЮ 74, гл. 2, § 3] и [ЕршЮ 80, гл. 6, § 2], такой 
является всякая разрешимая теория, категоричная в счетной мощ¬ 
ности. Оказывается, что тем же свойством обладает и всякая 
разрешимая теория, категоричная в некоторой несчетной мощнос¬ 
ти, см. [ЕршЮ 74, гл. 3, 5 1, стр. 74]. Бывает и иначе, одни 
счетные модели данной теории допускают конструктивизацию, а 
другие - нет. В частности, для любого п>3 существует полная 
разрешимая теория, имеющая точно іѵ попарно неизоморфных счет¬ 
ных моделей, из которых конструктивизируема только одна (при¬ 
чем эта модель сильно конструктивизируема), см. [Пер 73]. Су¬ 
ществует полная разрешимая теория, число сильно конструктиви- 
зируемых моделей которой (разумеется, с точностью до изомор- 
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фиэма) равно двум, см. [Мил 79]. 

Как отмечает Мостовский в своем обзоре [Мост 66, лекция 
6], "не вполне ясно, что вызывает такое своеобразное поведе¬ 
ние различных аксиоматических теорий, препятствуя одним из 
них иметь рекурсивные модели вообще, а другим - иметь более 
одной такой модели". 

Пожалуй, одним из наиболее принципиальных вопросов матема¬ 
тики является вопрос о том, сколько существует различных (т.е. 
неизоморфных) конструктивных моделей аксиоматической арифме¬ 
тики. Под аксиоматической арифметикой мы понимаем обычную сис¬ 
тему аксиом для сложения и умножения, включая ахсиомную схему 
индукции. По крайней мере одна конструктивизируемая модель у 
такой аксиоматической системы существует - это обычный нату¬ 
ральный ряд. Как известно, у аксиоматической арифметики сущест¬ 
вуют нестандартные (т.е. не изоморфные натуральноцу ряду), в 
том числе счетные нестандартные модели. Нестандартные модели 
существуют у любой (даже неразрешимой) системы аксиом арифме¬ 
тики - лишь бы аксиомы были записаны на элементарном (узком, 
І-го порядка) языке и выражали утверждения, истинные в обычном 
натуральном ряду (например, в качестве аксиом можно взять все 
формулы, истинные в натуральном раду). Это обстоятельство ес¬ 
тественно интерпретировать как невозможность описать натураль¬ 
ный ряд никакой системой аксиом. Однако, если ограничиться 
лишь конструктивизируѳмыми моделями, ситуация кардинально ме¬ 
няется: для аксиоматической арифметики возможна только одна, 
с точностью до изоморфизма, конструктивизируемая модель: обыч¬ 
ный натуральный род. Это утверждает теорема Тѳнненбаума, объ¬ 
явленная в качестве теоремы 4.3 в [Ско 61] (доказательство 
имеется в Г Коз 66, гл. 1, § И]), Вот короткая формулировка 
теоремы Тѳнненбаума: никакая нестандартная модель арифметики 
в сигнатуре сложения и умножения не является конструктивизи- 
руемой. Ввиду фундаментальной значимости этой теоремы сформу¬ 
лируем ее более явно. 

Теорема Тѳнненбаума . Рассмотрим какую-либо счетную модель 
аксиоматической арифметики, в которой двухместные функции а и 
р служат соответственно интерпретацией знаков "+" и . 
(т.е. для я ир выполняются обычные аксиомы, выражающие свой- 
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ства сложения и умножения, включая экономную схѳцу индукции). 
Пусть существует такая однозначная натуральная нумерация ѵ 
носителя модели, что функции і и е из N в N , заданные ра¬ 
венствами 

ѵ(і(т, и)) а в(ѵ(т>, ѵ(п)) 

ѵ(е(т, п)) * р(ѵ(т) , ѵ(п)), 

вычислимы. Тогда рассматриваемая модель изоморфна натурально¬ 
му ряду. (Как доказано в [Тве 82], для существования указанно¬ 
го изоморфизма достаточно, чтобы хотя бы одна из функций ? и 

в оказалась вычислимой.) Другими словами, не существует одно¬ 
значной- нумерации нестандартной модели арифметики , относитель¬ 
но которой обе функции з, р (Тѳнненбаум) или даже хотя бы од¬ 
на из них (Тверской) были бы вычислимыми (определение см. в 
ч. I, § 15). Поскольку всякая разрешимая нумерация бесконеч¬ 
ного множества эквивалентна однозначной, не существует и разре¬ 
шимой нумерации с такими свойствами. 

Таким образом, весь эффект нестандартных моделей объясня¬ 
ется тем, что мы доцускаем невычислимые ѳ и р в качестве ин¬ 
терпретаций для " + " и . Если же ограничиться рассмотре¬ 
нием только вычислимых "сложения" и "умножения" (а разве бы¬ 
вают другие?), нестандартные модели исчезают, и, ко всеобщему 
удовлетворению, натуральный ряд оказывается полностью описан¬ 
ным аксиоматической арифметикой. 

ДОБАВЛЕНИЕ К § 5. РАСШИРЕНИЯ КШСТРУКТИВНЫХ СТРУКТУР 

Истоки общей теории конструктивных структур лежат в тео¬ 
рии конструктивных полей, см. [Раб 60], где, в частности, бы¬ 
ло введено понятие допустимой ("аатівзіъіе") одно-однозначной 
нумерации какой-либо алгебры: допустимость означает, что опе¬ 
рациям алгебры соответствуют вычислимые функции на номерах. 

Для классической теории полей весьма типичным является рассмот¬ 
рение различных расширений. В случае конструктивных структур 
возникает естественный вопрос о возможности продолжения конст- 
руктивизации на расширение. Во многих важных случаях любая 
конструктивизация исходной структуры допускает такое продолже¬ 
ние. Например, всякая конструктивизация поля продолжается на 
его алгебраическое замыкание, см. [Раб 60], [ЕршЮ 80, гл. 6, 
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I 1.* предложение б; следствие 1 теорѳод 2], то же верно для 
вещественного замыкания упорядоченного поля - [ЕршЮ 74, гл.З, 

§ 1, предложение 10; § 4, теорема 3]. В случае произвольного 
алгебраического расширения г* поля ? необходимое и достаточ¬ 
ное условие продолжаемости конетруктивизации до кон- 

структивизации поляГсостоит в перечислимости множества тех 
многочленов ± е р[х] , которые имеют корень в см* [ЕршЮ, 
гл* б, § 3, теорема 4]* Однако, конечно, вопрос о продолжае¬ 
мости конструктивизадии интересен не только для полей* Напри¬ 
мер, для всякой локально нильпотентной группы без кручения ее 
конструктивиэация продолжается до конструктивизадии ее попол¬ 
нения, см. [ЕршЮ 74, гл. 3, § 3], [ЕршЮ 80, гл* б, § 3, тео¬ 
рема 2]. 

Вообще, пусть задана структураЖ , ее конструктивизадия 
ѵ и расширение этой структуры Ж 1 « Существует ли продолжение 
конструктивизадии ѵ на Ж* ? В широком классе ситуаций, в част¬ 
ности, для всех приведенных выше примеров, положительный от¬ 
вет на этот вопрос позволяет дать теорема Ершова о ядре * см. 
[ЕршЮ 72], [ЕршЮ 74, гл. 3, § 9], [ЕршЮ 80, гл. б, § 3]. При¬ 
ведем одну из возможных схем применения этой теоремы, формули¬ 
руя соответствующие понятия не в наибольшей общности. Начнем 
с понятия ядра. Грубо говоря, ЙХ* является ядром, если ЙС 1 - 
наименьшее в некотором классе расширениеКЦ. Более подробно, 
класс расширений состоит из всех расширений структуры ЙО , 
удовлетворяющих подходящей системе аксиом т. Например, если 
7Т0- груша без кручения, в качестве расширений можно рассмот¬ 
реть всевозможные полные группы без кручения, содержащие К& ; 
если тс - упорядоченное поле, в качестве расширений можно рас¬ 
смотреть все вещественно замкнутые расширения поля Т& и т.д. 
Для того, чтобы структура ТК была ядром , нужно, помимо систе¬ 
мы т, так подобрать совокупность Ф формул с одной свободной 
переменной в языке структуры Ж, чтобы выполнилось следующее. 
Если ЮІ" - произвольное расширение ЙС # из рассматриваемого 
класса, то 71Ѵ можно так вложить вШ , что образ при этом 
вложении будет совпадать с объединением множеств истинности 
всех тех формул иэ'Ф , для которых эти множества оказываются 
конечными. Теорема о ядре утверждает; если - ядро для не¬ 
которых породимых Фи Ф, то конструктивизадия ѵ продолжается 
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§ б. ПРИЛОЖЕНИЯ К ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ: ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
СЛУЧАЙНОЙ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

Рассмотрим бесконечные последовательности, составленные 
из букв какого-либо конечного алфавита - например, двоичные 
последовательности. Наша интуиция выделяет среда таких после-) 
дователБностей случайные. Традиционная теория вероятностей 
оказывается бессильной перед подобной задачей: она не в сос¬ 
тоянии определить, что такое индивидуальная случайная после¬ 
довательность. Теория вероятностей вообще ничего не утвержда¬ 
ет ни про какую отдельную последовательность, а только про 
совокупности таких последовательностей. Если в теории вероят¬ 
ностей и говорят "возьмем случайную последовательность", то 
это всего лнпь вольность речи, "аѣиа йе Іапв&ве" по Бурбаки: 
когда в дальнейшем про эту "взятую" последовательность нечто 
утверждается, точный смысл делаемого утверждения состоит в 
том, что некое свойство выполняется для "подавлянщего большин¬ 
ства" последовательностей. В то же время ясно, что задача 
дать математическое определение понятию "случайная последова¬ 
тельность" важна и с методологической, и с практической точки 
зрения: говоря о практической точке зрения, мы имеем в виду 
прежде всего использование метода Монте-Карло. Впервые эта 
задача была рассмотрена фон Миэесом в [Миэ 19]; о его подходе 
к определению понятия случайной последовательности (в терми¬ 
нологии Мизѳса - "КоПекЫт" ) см. далее. 

Одно из наиболее выдающихся применений теории алгоритмов 
состоит как раз в том, что эта теория предлагает определение 
индивидуальной случайной последовательности - определение, 
которое, по-видимому, можно рассматривать как окончательное. 

Мы имеем в виду определение случайности по Колмогорову и рав¬ 
носильное ему определение случайности по Мартин-Лёфу. Эти оп- 
редения приводятся ниже. 

К понятию случайной последовательности можно подойти с 
трех сторон. Мы назовем эти подходы частотным , сложностями и 
количественным . 

Частотный подход основан на тон, что в случайной послѳдо- 



вательности должна соблюдаться устойчивость частот; болеѳ то¬ 
го, эта устойчивость должна иметь место и для любой "законной" 
подпоследовательности рассматриваемой последовательности. Так, 
в случайной двоичной последовательности, в которой знаки О 
и і появляются независимо и с равными вероятностями, эти знаки 
должны быть распределены равномерно не только в самой после¬ 
довательности, но и в любой ее подпоследовательность, ввделен- 
ной каким-нибудь правилом. Таким образом, частотный подход 
отражает требование, чтобы в случайной последовательности от¬ 
сутствовали каки э-либо выраженные закономерности. 

Сложностный подход основан на том, что случайная последо¬ 
вательность должна иметь сложное строение, а именно, энтропии 
ее начальных отрезков должны быть достаточно велики. 

Наконец, колиг-зственный подход основан на том, что случай¬ 
ных последовательностей очень много, а неслучайных - очень 
мало. Более точно - в терминах традиционной теории вероятнос¬ 
тей - последовательность случайна с вероятностью единица; 
поэтому этот подход можно было бы назвать также "теоретико- 
вероятностным" или "теоретико-мерным", имея в виду, что рас¬ 
пределение вероятностей - это просто мера на пространстве всех 
последовательностей. 

Перечисленные три содержательные подхода конкретизируются 
в излагаемых ниже точных алгоритмических определениях. Но 
сперва некоторые комментарии. Преэде чем давать обещанные алго¬ 
ритмические определения, отметим, что понятие случайности оче¬ 
видным образом зависит от заданного распределения вероятнос¬ 
тей на множествеЙ всех двоичных последовательностей (для 
простоты мы рассматриваем только двоичные последовательности). 
Последовательность со значительным преобладанием нулей заведо¬ 
мо неслучайна при одинаковых вероятностях появления 0 и I, но 
может оказаться случайной в других ситуациях. В качестве до¬ 
пустимых распределений вероятностей в этом параграфе рассмат¬ 
риваются только вычислимые распределения. Вычислимое распреде¬ 
ление вероятностей на о- это вычислимая мера на о, подчи¬ 
ненная условию ц(й) ш і ; мера ц на о называется вычислимой . 
если существует алгоритм, дающий по всякому двоичному слову 

х е н программу числа ід (Г х ), где г х ={« € а|ш является про¬ 
должением х} . 
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Простейший класс вычислимых распределений образуют вычис¬ 
лите бернуллиѳвые мет. Бернуллиева мете возникает,если 0 и I 
появляются независимо с вероятностями р и ч:тогда,если слово 
хеЗ содержит ш нулей и п единиц, р(г х )«р% п .Если вероятности 

Рид. суть вычислимые действительные числа, бернуллиева мера 
является вычислимой. Важнейший частный случай вычислимой бер- 

нуллиевой меры - равномерная бернуллиева мера, для которой 
р * д * 1/2, ц(г х ) = 2-К*). 

Если ю- последовательность, то через ш(і) обозначается 

ее і-ый член, а через (о>) п - ее начальный отрезок длины п, 
т*е* слово 

Мы переходим теперь к вариантам определения случайности, 
воплощающим на основе теории алгоритмов изложенные выше три 
подхода* 

Частотный по дход 

Этот подход был предложен фон Мизесом в [Миз 19], [Миз 
28]* Он применим только в случае бернуллиевой меры и не ясно, 
как его перенести на произвольные распределения вероятностей 
(даже на вычислимое распределения)* 

Пусть фиксированы числа р и ч , лежащие в интервале (ОД), 
и * Бесконечная двоичная последовательность ш называет- 

ся случайной по бернуллиевой мере, соответствующей данным р и 
ч , если для любой бесконечной последовательности х* получен¬ 
ной из и> с помощью некоторого допустимого правила выбора, 
средняя частота единиц в т.ѳ. предел 

Ііт (х(0)+,**+ х(п-1))/п 

ГНоо 

существует и равна ч* 

В приведенной формулировке многое требует уточнения. Преж¬ 
де всего нужно объяснить, что мы называем правилом выбора и 
как с помощью правил выбора из одной последовательности полу¬ 
чить другую. Дадим формальные определения соответствующих по¬ 
нятий* Условимся называть правилом выбора любое отображение, 
сопоставляющее с каждой бесконечной последовательностью нулей 
и единиц некоторую (возможно, конечную) последовательность 
натуральных чисел* Эту последовательность мы будем рассматри¬ 
вать кал последовательность номеров членов, выбираемых из ис- 
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ходной последовательности. Более точно, пусть дано правило 
выбора У и последовательность нулей и единиц а, Пусть п(0) , 

- последовательность натуральных чисел, являющаяся 
значением у на а* Тогда последовательность а(п(0))ое(п(1)),., 
мы будем называть последовательностью, полученной с помощью ? 
из а. Таким образом, с каждым правилом выбора естественно 
связывается отображение множества й бесконечных последова¬ 
тельностей 0 и $ в множество 5 о й конечных и бесконечных 
последовательностей 0 и 1. Назвав всевозможные всюду опреде¬ 
ленные отображения й в н и й трансформациями , можно сказать, 
что каждому правилу выбора соответствует трансформация, пере¬ 
водящая последовательность а в последовательность, полученную 

из <*• с помощью правила выбора У, 

Итак, мы объяснили, что такое правило выбора и как с его 
помощью из одной последовательности получить другую. Осталось 
теперь выделить среди правил выбора допустимые - и данному 
выше определению случайности будет придан точный смысл. Сущест¬ 
вуют различные варианты такого выделения - и, следовательно, 
различные определения случайности в рамках частотного подхода* 
Чем шире класс допустимых правил выбора, тем больше требова¬ 
ний предъявляется к случайной последовательности и тем уже по¬ 
лучается класс случайных последовательностей. 

Осталось дать точные определения различных классов допус¬ 
тимых правил выбора - и формальное определение различных клас¬ 
сов случайных последовательностей в рамках частотного подхода 
будет завершено. Но мы отложим их, а сейчас дадим некоторые 
неформальные комментарии (в частности, исторического характе¬ 
ра). Точные определения будут даны позже, и каждое из них бу¬ 
дет начинаться словами: " определение случайности по Мизеру - 

Наши комментарии начнем с того, что рассмотрим несколько 
примеров правил, которые окажутся допустимыми при любом из при¬ 
водимых далее определений. Первое прешло ставит в соответствие 
любой последовательности нулей и единиц последовательность О, 

I, 2, 3,,,, С его помощью из любой последовательности полу¬ 
чается она сама, так что задаваемая им трансформация - тождест¬ 
венная, Чуть более сложно устроено второе правило, ставящее в 
соответствие любой последовательности нулей и единиц последова- 
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теяьность 0, 2, 4, ... Соответствующая трансформация состоит 
в выбрасывании всех членов ш(і) с нечетндаи I. Приведем те¬ 
перь пример правила выбора, значение которого на последова¬ 
тельности в> зависит от этой последовательности: каждой после¬ 
довательности «я и(о)шСі)... ставится в соответствие возрас¬ 
тающая последовательность, состоящая из всех тех и, для ко¬ 
торых (о(п-і)яО. Соответствующая трансформация такова: взяв 
исходную последовательность нулей и единиц, нужно оставить в 
ней члены, идущие после нулей, а остальные вычеркнуть. А вот 
пример правила, не являющегося допустимым ни при каком из при¬ 
водимых ниже определений допустимости: заменим в описании пре¬ 
дыдущего правила выбора условие ”а)(п-1)=0" на условие ”«(п) * 
= О". Тогда соответствующая трансформация будет отображать 
любую последовательность в последовательность из одних нулей 
(конечную, если в исходной последовательности было конечное 
число нулей). 

Исторически первое определение допустимого правила выбора 
было предложено А.Чёрчем в [Чёрч 40] (его формулировку можно 
найти также в [Мэдэт 68] и в [Кнут 69, п. 3, 5С, определение 
Я5]). Допустимые по Чёрчу правила выбора ставят в соответст¬ 
вие элементам о некоторые возрастающие последовательности 
натуральных чисел. Поэтому соответствующие трансформации со¬ 
поставляют с каждой последовательностью ее подпоследователь¬ 
ность, получающуюся из исходной отбрасыванием некоторых чле¬ 
нов. При этом оставленные члены идут в том же порядке, в ко¬ 
тором они шли в исходной последовательности. Вопрос об остав¬ 
лении или выбрасывании данного члена последовательности реша¬ 
ется алгоритмически в зависимости от значений предцдущих чле¬ 
нов последовательности. Возникающее понятие случайности (точ¬ 
ное определение которого будет дано ниже) мы будем называть 
случайностью по Мизесу - Чёрчу . 

Недостатки этого определения демонстрируются двумя приме¬ 
рами. Первый пример содержится в построениях Билля (см. [Март 
68], [Кнут 69, п. 3,5, упр. 31], [.Яко 70]). Именно, из них 
вытекает существование случайной по Мизесу - Чёрчу последова¬ 
тельности (при рвдр 2 )* любой начальный отрезок которой со¬ 
держит больше нулей, чем единиц. Это, по-видимому, противоре¬ 
чит наше й интуиции; кроме того, мера множества последователь- 
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ностѳй с таким свойством равна нулю* Второй пример был пост¬ 
роен Лавлэндом [Лавл 66, § 3], указавшим случайную (по Мизе- 
су - Чёрчу) последовательность, становящуюся неслучайной пос¬ 
ле вычислимой перестановки ее членов* Это также противоречит 
нашей интуиции. 

Колмогоров в [Колм 63, замечание 2] предложил модифициро¬ 
вать определение Чёрча, расширив класс допустимых правил вы¬ 
бора* Допустимое в смысле Колмогорова правило относит каждой 
последовательности некоторую конечную или бесконечную последо¬ 
вательность к(0)к(1)к(2) • * * , причем функция к иньективна 

Ск(і)^к(і) при і/о ), но не обязана быть монотонной (в 
случае определения Чёрча к монотонна). Точное определение до¬ 
пустимости по Колмогорову см. ниже. Благодаря этому расширению 
пример, аналогичный примеру Лавлэнда, становится невозможным 
(случайная по Колмогорову последовательность, как нетрудно 
доказать, остается случайной после вычислимой перестановки ее 
членов). Можно ли построить аналог примера Билля для такого 
определения допустимости, неизвестно. Определение Колмогорова 
было впоследствии независимо найдено Лавлэндом (см. [Лавл 66а, 
с. 499])* Поэтому соответствующий класс случайных последова¬ 
тельностей мы будем называть классом случайных по Мизесу - 
Колмогорову - Давлэиду последовательностей. 

Сходное определение случайности приводит Д.Кнут [Кнут 69, 
п. 3.5С, определение вб]. В [Усп Сем 81] разница между опре¬ 
делением нб Кнута и определением Мизеса - Колмогорова - Лав¬ 
лэнда была не замечена авторами, в результате чего случайными 
по Мизесу - Колмогорову - Лавлэнду ошибочно были названы после¬ 
довательности, удовлетворяющие требованиям определения вб 
Кнута. Последовательности, удовлетворяющие определению Кнута, 
мы будем называть случайными по Мизесу - Кнуту . 

Всякая случайная по Мизесу - Колмогорову - Лавленду после¬ 
довательность является случайной по Мизесу - Кнуту; всякая 
последовательность, случайная по Мизесу - Кнуту, случайна по 
Мизесу - Чёрчу (см. [Кнут 69, п* 3.5С]). Не всякая случайная 
по Мизесу - Чёрчу последовательность случайна по Мизесу - Кну¬ 
ту: это следует из существования примера Лавлэнда и из того, 
что случайность по Мизесу - Кнуту сохраняется при вычислимой 
перестановке. Существуют ли последовательности, случайные по 
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Мизесу - Кнуту, но нѳ случайные по Мизесу - Колмогорову - Лав- 
лэнду, авторам неизвестно. 

В качестве примеров "эмпирических случайных последователь¬ 
ностей (ѳщрігіасііѳ КоІІѳк'ЬІѵе ) " Мизес рассматривай! последова¬ 
тельности, возникающие в азартных играх (при бросании костей 
и т.п.)• Отсутствие правила выбора, позволяющего получить 
последовательность с "анормальным” распределением нулей и еди¬ 
ниц, Мизес интерпретировал как "невозможность системы игры". 
Формулировка определений случайности по Мизесу - Черчу и Ми¬ 
зесу - Колмогорову - Лавлэнду в терминах игр имеется в [Шѳнь 
82, § 3 и § 6]. 

До сих пор мы обсуждали различные частотные определения 
случайности, не приводя точных формулировок. Теперь настало 
время их привести. Напомним, что для определения того или ино¬ 
го варианта случайности необходимо указать, какие правила вы¬ 
бора считаются допустимыми (при этом варианте). 

Мы предполагаем, что на пространстве й задана вычислимая 
бернуллиева мера и вероятности появления 0 и і равны р и д 
соответственно. 

Определение случайности по Мизесу - Чёрчу . Допустимое пра¬ 
вило выбора Сд задается разрешимым подмножеством 8 с н* Зна¬ 
чением этого правила на последовательности ш будет возрастаю¬ 
щая последовательность к, которая включает те и только те 
натуральные числа д, для которых (ш) п € 8. Таким образом, 
последовательность ш называется случайной по Мизесу - Чёрчу, 
если для всякого разрешимого подмножества 8 с 2 , для которо¬ 
го подпоследовательность , полученная из ш с помощью Од , 
бесконечна, средняя частота единиц в этой подпоследовательнос¬ 
ти существует и равна <і . 

Определение случайности по Мизесу - Колмогорову - Лавлэнду . 
Приводя это определение, мы сознательно отказываемся комменти¬ 
ровать содержательный смысл допустимых по Колмогорову - Лав¬ 
лэнду правил* Такие комментарии можно найти в [Шень 82, § 6]; 
следует иметь в виду, что функции, обозначаемые нами далее че¬ 
рез ? и а , там обозначены через о и Н. Итак, вот формальное 
определение. Допустимое правило выбора задается двумя 

вычислимыми функциями г и в из 3 в М • Зтобы применить его 
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Л последовательности ш, надо вначале образовать последова¬ 
тельность к с помощью рекуррентной формулы 

к(п) в *(ш(к(0)) м (к(1))... <в(к(п-1))), 
применяемой до тех пор, покак(0), ...,к(п) определены и раз¬ 
личны. Как только появится первое такое а, что к(п) не опре¬ 
делено или совпадает с к(а) при некотором з<п(если такие п 
вообще существуют), процесс образования последовательностик 
прекращается; в этом случае к оказывается конечной (а именно, 
п-членной). Затем нужно исключить некоторые члены из последо¬ 
вательности к (не меняя порядка оставшихся). Именно, нужно 
оставить те и только те члены к(т) , для которых 8(»(к(0))... 

ю(к(і-і))). определено при всех 1 5т и г0»(к(о)) ... 

... ы(к(т-1)))=0. Полученная последовательность к* будет зна¬ 
чением допустимого по Колмогорову - Лавлэнду правила К* „ на 
последовательности ш. Таким образом последовательность ш на¬ 
зывается случайной по Миэѳсу - Колмогорову - Лавлэнду, если 
для всяких вычислимых функций I и е. для которых последова¬ 
тельность, полученная из 60 с помощью правила % , бесконеч¬ 

на, средняя частота единиц в этой последовательности сущест¬ 
вует и равна д . 

Определение случайности по Мизесѵ - Кнуту (определение Вб 
в [Кнут 69, п. 3.5С]) получается из определения Мизеса - Кол¬ 
могорова - Лавлэнда, если рассматривать только всюду опреде¬ 
ленные функции в и соответствующие им правила. (Функция і по- 
прежнему может быть не всюду определенной.) 

Каким должен быть класс всех допустимых правил выбора? 

Мы видели, каким образом определяется понятие случайной 
последовательности, если выбран некоторый класс правил выбора, 
объявленных допустимыми. Естественно желать (на это указывал 
еще фон Миэес), чтобы применение допустимого правила выбора к 
случайной последовательности (случайной относительно дан¬ 
ного класса допустимых правил) давало бы либо конечную 
последовательность, либо последовательность, которая имеет не 
только заданный предел частот (что гарантируется определением 
случайности), но и сама является случайной (относительно 
того же класса правил). Это требование очевидно выпол¬ 
нено, если класс трансформаций, соответствующих допустимым 
правилам выбора, замкнут относительно композиции. [.Это овна- 
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чает, что для всяких трансформаций г и т , соответствующих 
допустимым правилам выбора, существует трансформация Т 5 , соот¬ 
ветствующая некоторому допустимому правилу выбора и такая, 
что Т есть композиция т г и ^ , т.е. такая, что результат при¬ 
менения трансформации к любой последовательности ш, для 
которой Т (ш) - бесконечная последовательность, совпадает с 
Т (м)) В самом деле, если класс трансформаций эамщут и 
если с помощью допустимого правила выбора из случайной после¬ 
довательности СО получается последовательность то » 1 также 
случайна: действительно, любая последовательность которая 
может быть получена из « 1 с помощью допустимого правила выбо¬ 
ра, имеет надлежащую среднюю частоту, так как может быть (в 
силу замкнутости) получена с помощью допустимого правила и не¬ 
посредственно из ш. 

Таким образом, разумно предъявлять к классу допустимых 
правил выбора такое требование: 

(ТЗаы) класс трансформаций, соответствующих всем допустимым 
правилам выбора, должен быть замкнут относительно компо¬ 
зиции. 

№ сейчас сформулируем некоторое достаточное условие для 
этого. 

Определим понятие композиции для правила выбора. Пусть да¬ 
ны три правила выбора ? 1 ,? г и р з . Мы хотим определить, что 
означает, что есть композиция правил Р 2 и . Пусть « - 
произвольная последовательность, из которой с помощью правила 
выбора Р получаемся бесконечная последовательность »*. Пусть 
Р («)=к, р («»)*!» р,(ю) = т где к,1,т - последовательности 
натуральных чисел. Проверим,-выполнено ли равенство так 0 1. 
Если окажется, что это равенство выполнено.для всех ш, из ко¬ 
торых с помощью Р п получаются бесконечные последовательности, 
то мы будем говорить, что Р, является композицией правил Р г и 
* 

Легко проверить, что если ? 5 является композицией У 2 и ^ , 
то трансформация, соответствующая Р, , является композицией 
трансформаций, соответствующих Р, и Р 2 . Поэтому, если выполне¬ 
но условие 

(ВЗам) для любых допустимых правил выбора Р 1 и Р 2 существует 
допустимое правило выбора р } , являющееся их композицией, 
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то выполнено и требование (ТЗам), и» следовательно, из слу¬ 
чайной последовательности с помощью допустимого правила может 
получиться только случайная. 

Требование (ВЗам) выполнено для класса допустимых по Чёр¬ 
чу правил ♦Дяя класса правил, допуо тимых по Колмогорову - Лав¬ 
ленду» это не так: как доказано в ЦБень 82^ » не выполнено (ВЗ 
ам)» и даже (ТЗам). Это еще. не означает»что применение допусти¬ 
мого по Колмогорову - Лавлэнду правила у случайной по Шзеоу - 
Колмогорову-Лавлэнду последовательности может дать не случай¬ 
ную (по Шзесу-Колмогорову-Лавлэнду) последовательность.(Так ли 
это на самом деле, авторам неизвестно.) Однако случайность 
результата применения допустимого.правила выбора к случайной 
последовательности перестает быть очевидной. 

Этот же недостаток присущ и упомянутому выше определению 
Кнута, так что, по нашему мнению, есть основания не согласить¬ 
ся с замечанием Кнута о том, что его определение "удовлетво¬ 
ряет всем разумным философским требованиям, предъявляемым к 
понятию случайности". 

Попытка сформулировать определение допустимости, замкну¬ 
тое относительно композиции, предпринята в [Шень 82]. Прежде 
чем изложить определение, отметим две его особенности. Первая 
из них состоит в том, что рассматриваются не правила выбора, 
а сразу трансформации: определяется понятие допустимой транс¬ 
формации. Это не мешает дать определение случайной последова¬ 
тельности (ведь в общей схеме Мизѳса фактически используются 
не сами правила выбора, а лишь соответствующие им трансформа¬ 
ции) и ставить вопрос о выполнении условия (ТЗам), однако от¬ 
даляет от первоначального замысла Мизѳса и не позволяет поста¬ 
вить вопрос о выполнении условия (ВЗам). Вторая особенность 
состоит в том, что разумное определение случайности получает¬ 
ся лишь для равномерной бернуллиѳвой меры (при неравномерной 
мере случайных последовательностей не оказывается вовсе). За¬ 
то в этой ситуации возникает класс случайных последователь¬ 
ностей, совпадающий с классом случайных по Мартин-Лёфу после¬ 
довательностей (об этом классе см, ниже). Можно ли дать такое 
определение доцустимой трансформации, чтобы оно приводило к 
классу случайных по Мартин-Лёфу последовательностей и для не¬ 
равномерной меры - неизвестно. Приведем теперь определение 
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допустимой трансформации из [Шень 82] (там трансформации назы¬ 
ваются "правилами выбора"). 

Введем на з и й і) отношение порядка, считая, что х< у, 
если х есть начало у; 2) топологию, считая базовыми открыты¬ 
ми множествами множества і^СуеЕШІх <у) для всех конечных 
х . Всюду определенное непрерывное отображение Г* зцй -* Е цй 
назовем вычислимым, если множество тех пар (х,у> конечных 
последовательностей, для которых у <Р(х), перечислимо, и ре¬ 
гулярным, если для любой конечной последовательности у равно¬ 
мерная бѳрнуллиева мера множества {«€й|?(ш)а^ у} не превосхо¬ 
дит меры множества Г у , т.ѳ. числа , где 1(у) - длина 

у . Допустимой трансформацией назовем ограничение на О произ¬ 
вольного непрерывного вычислимого регулярного отображения. 
Утверждение о том, что при таком определении допустимости 
класс случайных последовательностей совпадает с классом слу¬ 
чайных по Мартин-Лёфу последовательностей, можно легко вывес¬ 
ти из результатов [Шно 71]; см. тайке [Шень 82, § 9]. 

Сложностной подход 

Этот подход, предложенный Колмогоровым в [Колм 63], ГКолм 
65], [Колм 69], связан с материалом ч. I, § 17. Колмогоров 
исходил из представления о таблице случайных чисел как о длин¬ 
ной, но конечной последовательности знаков (для наглядности 
двоичных), столь беспорядочно устроенной, что она не допускает 
простого описания - сложность такого описания должна быть до¬ 
статочно велика, а именно, близка к длине последовательности. 
Случайность бесконечной последовательности означает достаточ¬ 
но быстрый рост энтропии начальных отрезков (см. [Колм 69, 
п. 2]). Оказалось, однако, что для определения случайности 
бесконечных последовательностей нужно использовать не простую 
колмогоровскую энтропию, а монотонную энтропию. 

Определение случайности по Колмогорову . Рассмотрим сперва 
случай равномерной бернуллиевой меры. Напомним (см. ч. I, § 17, 
таблица), что для любой шей имеет место НЕК((ш) п ) ^ а . 
Последовательность ш называется случайной по Колмогорову, если 
ЗЕКСС ш) п ) ^ п. В случае произвольного вычислимого распределе¬ 
ния вероятностей ц можно доказать, что для любой шей 

ЗЕК((ш) п ) < - 1о^ц(Г((ш)) п ) 
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(см. [Левин 73]). В этом общем случае последовательность ш 
называется случайной по Колмогорову, если 

ззк((ш) п ) >,- іов^ОКСоОу. 

В этом определении без изменения возникающего класса случайных 
последовательностей можно заменить 2-3-энтропию на з - Ы - 
энтропию, назвав последовательность случайной, если 

ЗЫК((ш) п ) Ю^й№)) п ). 

В частности, если ц- равномерная бернуллиева мера (вероятнос¬ 
ти появления 0 и і равны), то последовательность будет случай¬ 
ной, если выполнено любое из эквивалентных свойств: 

ЗН&СООд) или З^К((ю) д ) ^ п (см. [Вью 80, следствие 
3.2]). Однако даже в этом простом случае нельзя заменить я -8- 
энтропию на Й-(^-энтропию: невозможна последовательность «, 
для которой шк((«0 д )д п, см. [Март 66], [Зво Лев 70, теоре¬ 
ма 2.6], [Яко 70, п. 2.2]. 


Количественный, или теоретико-мерный подход 
Этот подход был разработан Мартин-Лёфом (см. [Март 66а], 
[Зво Лев 70, § 4], [Яко 70, § 4]). В [Зво Лев 70, § 4, п. I] 
после указания некоторых трудностей, связанных с частотным 
подходом, отмечается: "В 1965 г. П.Мартин- Лёфу удалось, осно¬ 
вываясь на идеях А.Н.Колмогорова, дать свободное от подобных 
трудностей определение случайной последовательности. Идея А.Н. 
Колмогорова состояла в том, чтобы "не случайными 11 считать те 
последовательности, в которых наблюдается достаточно много 
закономерностей, где под закономерностью подразумевается любое 
п^оверлюмое^свой^ 

ю^класс^ (достаточно малому по мере)". Случайными, таким об¬ 
разом, предполагается считать последовательности, принадлежа¬ 
щие ш^юкоі^ имеющих достаточно 

мало закономерностей. 

Иначе говоря, при количественном подходе случайной объяв¬ 
ляется всякая последовательность, которая выдерживает некото¬ 
рые испытания на случайность, называемые тестами. Тест - это 
просто разбиение а на множество я единичной меры и множество 
ІГ нулевой меры: 

е и ? « а, я п у = 0 , и (я) * і, цОр) = о# 

Элементы в называются выдержавшими тест. Если потребовать, 
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чтобы случайная последовательность выдерживала любой тест, то 
окажется, что случайных последовательностей не бывает. Мартин- 
Лёф предложил поэтоцу ограничиться эффективными тестами, т.е. 
такими, в которых V имеет эффективно нулевую меру. Теорема 
Мартин-Лёфа о существовании, в случае вычислимой меры р,наи¬ 
большего множества эффективно нулевой меры (см. выше § 4) по¬ 
казывает, что существуют последовательности, выдерживающие 
любой эффективный тест: именно из таких последовательностей 
и состоит конструктивный носитель меры. 

Определение случайности по Мартин-ЛёФу . Пусть на а зада¬ 
но вычислимое распределение вероятностей. Последовательность 
называется случайной по Мартин-Лёфу . если она выдерживает лю¬ 
бой эффективный тест или, что то же самое, если она принадле¬ 
жит конструктивноцу носителю меры. 

Если последовательность случайна по Мартин-Лёфу относитель¬ 
но равномерной бернуллиевой меры, частота нулей в ее началь¬ 
ных отрезках стремится к 3} ; действительно, из доказательст¬ 
ва теорем теории вероятностей можно извлечь эффективный тест, 
отвергающий все такие последовательности, у которых эта часто¬ 
та не стремится к ^ . Более того, в бернуллиевом случае вся¬ 
кая последовательность, случайная по Мартин-Лёфу, является 
случайной по Мизесу - Чёрчу (см. [Ага 75, п. 5.1]) и даже 
случайной по Мизесу - Колмогорову - Лавлэвду (см. [Шѳнь 82, 

§ 9, с. 36, замечание после формулировки теор. і]). 

Соотношения между различными определениями 
Замечательным образом оказалось, что сложностной и теоре¬ 
тико-мерный подхода приводят к одному и тому же конечному ре¬ 
зультату. Именно, имеет место следующая основная теорема (см. 
ее формулировку в [Левин 73, теорема 2], [Шно 73, теорема 3], 
[Шно 77, теорема 4.23 и доказательство в [Шно 73], [Вью 80, 
теорема 3.2]: 

Для любого вычислимого распределения вероятностей 
последовательность тогда и только тогда случайна по 
Мартин-Лёфу, когда она случайна по Колмогорову. 

Таким образом, определения Мартин-Лёфа и Колмогорова за¬ 
дают один и тот же класс последовательностей. Более широкий 
класс образуют последовательности, случайные по Мизесу - Кол- 
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могорову - Лавлэнду (как уже отмечалось), а обратное, как вы¬ 
текает из сформулированных в [Коли 69] результатов, неверно. 
Имение, как утверждается в [Колм 69, п. 2, с. б], существует 
случайная по Мизесу - Колмогорову - Лавлэнду последователь¬ 
ность <*> ■ , для которой 

мге<С«Ѵ * 1 ое г л 

(авторы должны со всей откровенностью признаться, что не уме¬ 
ют строить такой пример). Такая последовательность, как легко 
видеть, не может быть случайной по Колмогорову (а тем самым 
и по Мартин-Лёфу) , так как N - N и а -Е - энтропии слова х 
отличаются не более чем на С 1ов г 1(х) , где 1(х) - длина 
слова х. (Напомним, что говоря об N -{^-энтропии слов, мы 
имеем в виду -энтропию натуральных чисел, соответствующих 
словам при взаимнооднозначном соответствии, описанном в ч. I, 

§ 17). 

№ приходим, таким образом, к следующей таблице, отражаю¬ 
щей соотношения между различными видами случайностей: 

последовательности, случайные по Мартин-Лёфу 

II 

последовательности, случайные по Колмогорову 

у“ 

последовательности, случайные по Мизесу - Колмогорову 

- Лавлэнду 
п 

последовательности, случайные по Мизесу - Кнуту 

X л 

последовательности, случайные по Мизесу - Чёрчу 

В этой таблице отмечены все известные авторам равенства и 
строгие включения; совпадает ли класс случайных по Мизесу - 
Колмогорову - Лавлэнду последовательностей с классом последо¬ 
вательностей, случайных по Мизесу - Кнуту, как уже отмечалось 
выше, авторам неизвестно. 

Для любого вычислимого распределения вероятностей на о 
класс последовательностей, случайных по Колмогорову или по 
Мартин-Лёфу, объявляется истинным классом случайных последова¬ 
тельностей . а элементы этого класса - подлинно случайными 


295 



последовательностями , 

Для равномерного бернуллиевого распределения предпринятая 
в [ІІІень 82] попытка уточнения определения Мизеса также приво¬ 
дит к этим подлинно случайным последовательностям. Однако уточ 
нение из [Шѳнь 82] основано на понятии трансформации, а не на 
понятии правила выбора (см* выше)* Существует ли класс правил 
выбора, приводящий к истинному классу случайных последователь¬ 
ностей хотя бы для равномерного бернуллиевого распределения - 
неизвестно* Несуществование такого класса правил выбора озна¬ 
чало бы, что частотный подход (по крайней мере в рамках замыс¬ 
ла Мизеса) не в состоянии дать адекватное определение случай¬ 
ности* 

Конечные последовательности с точки зрения случайности 

Полезно ясно сознавать, что - при любом из перечисленных, 
определений - если приписать к случайной последовательности 
спереди миллион нулей, снова получится случайная последователь 
ность* Поэтому к практической интерпретации понятия случайной 
последовательности применительно к методу Монте-Карло следует 
относиться с осторожностью: ведь может станься, что используе¬ 
мая в этом методе последовательность (если полагаться на ее 
случайность, и ни на что более) как раз и начинается с миллио¬ 
на нулей* Поэтому в прикладном аспекте наиболее существенно 
понятие случайной конечной последовательности (для которого 
понятие случайной бесконечной последовательности служит, так 
сказать, "аппроксимацией сверху"). Это понятие намечено Колмо¬ 
горовым в [Колм 63] (см* также [Кнут 69, п* 35Е]), В [Колм 65, 
§ 4] по этому поводу говорится (под сложностью понимается слот 
ность относительно оптимального способа описания - то, что в 
нашем тексте названо энтропией): "Грубо говоря, здесь дело 
идет о следующем* Если конечное множество М из очень большого 
числа элементов N допускает определение при помощи программы 
длины пренебрежимо малой по сравнению с 1ое 2 Н , то почти все 
элементы м имеют сложность к<х) , близкую К Юб г и . Элементы 
хеЫ этой сложности и рассматриваются как "случайные" эле¬ 
менты множества м ". В качестве примера рассмотрим множество 
И, состоящее из всех последовательностей нулей и единиц длины 
к. Это множество содержит N=2^ элементов; чтобы задать его, 
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достаточно указать к, для чего необходимо около Хое 2 к дво¬ 
ичных знаков (что мало по сравнению с 1о$ г Н «к). Почти все 
элементы М имеют сложность, близкую к 1о§ г N , т.е. к к. Та¬ 
ким образом, в соответствии с приведенной только что цитатой 
из [Колм 65], последовательность из к нулей и единиц естест¬ 
венно рассматривать как тем более "случайную", чем ближе ее 
энтропия к к* 

Разумеется, понятие энтропии определено по существу с точ¬ 
ностью до ограниченного слагаемого, и от выбора того или ино¬ 
го оптимального способа описания зависит, насколько случайной 
окажется данная конечная последовательность: последователь¬ 
ность, "практически случайная" при одном оптимальном способе 
описания, может оказаться "совершенно неслучайной" при другом. 
Однако разница между энтропиями, соответствующими двум способам 
описания, оставаясь ограниченной, становится с увеличением 
числа к все менее и менее заметной по сравнению с к. 

Зависимость "степени случайности" от выбора способа опи¬ 
сания может рассматриваться как аргумент в пользу желательнос¬ 
ти фиксации какого-нибудь одного "единственно правильного", 
способа описания и рассмотрения соответствующей ему энтропии. 
Однако, как пишет Колмогоров в [Колм 65, с. ТО] "сомнительно, 
чтобы это можно было сделать без явного произвола. Следует, 
однако, думать, что различные представляющиеся здесь разум¬ 
ные варианты будут приводить к оценкам Сложностей* 1 , расхо¬ 
дящимся на сотни, а не десятки тысяч бит”* Требования, которые 
следует предъявлять к "разумному" способу описания У, должны, 
по-видимоцу, включать справедливость утверждения 

ѴхСКуСх) < КфСх) + С) 

со сравнительно небольшими С для возможно большего числа "ес¬ 
тественных" способов описания О. Некоторые предложения по вы¬ 
бору такого "разумного" способа имеются в [Левин 77]. 

Таким образом, выбрав способ описания конечных последова¬ 
тельностей, представляющийся нам более или менее разумным, мы 
получаем возможность с той же степенью разумности говорить о 
том, насколько та или иная конкретная конечная последователь¬ 
ность случайна* 

Реально в методе Монте-Карло используются именно конечные 
последовательности. Можно считать, что практическим критерием 
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"случайности" конечной последовательности как раз служит ус¬ 
пешность ее использования при расчетах по методу Монте-Карло; 
более точно, успешность использования любой случайной 
конечной последовательности в методе Монте-Карло естественно 
включать в число требований, предъявляемых к практически год¬ 
ному понятию случайности. А тогда отождествление случайных 
конечных последовательностей со сложно устроенными, т.ѳ. пос¬ 
ледовательностями, сложность которых относительно некоторого 
"разумного" способа описания близка к их длине, оправдано. 
Действительно, при "разумном" способе описания Р высокая слож¬ 
ность конечной последовательности может служить аргументом 
в пользу того, что ее использование в конкретном вычислении 
по методу Монте-Карло даст хороший результат. Ведь последова¬ 
тельности, дающие при использовании их в вычислении по методу 
Монте-Карло плохой результат, составляют ничтожно малую часть 
всех последовательностей (это - основное требование, предъяв¬ 
ляемое к вычислениям по этому методу). Поэтому всякая "плохая" 
последовательность допускает такое простое'задание: сначала 
указывается, что она плохая, а затем указывается ее порядковый 
номер среди всех плохих последовательностей. Для: указания но¬ 
мера понадобится сравнительно мало двоичных знаков, так как 
число "плохих" последовательностей сравнительно мало. Таким 
образом, для "плохой" последовательности г ее сложность К^Сг) 
невелика (здесь в - только что рассмотренный способ описания 
с помощью "простых заданий"). Поскольку способ описания Р "ра¬ 
зумен", можно надеяться, что при небольшом С и любом х выпол¬ 
нено неравенство Кр(х) < К^(х) +с. В этом случае окажется,что 
сложность (относительно Р) любой последовательности, дающей 
плохой результат при использовании ее в вычислениях по методу 
Монте-Карло, невелика. 

В заключение приведем следующее замѳчение, высказанное 
Колмогоровым в январе 1965 г. в его публичной лекции в Мос¬ 
ковском университете: попытка обнаружить высокоразвитую вне- 
земную цивилизацию, основанная на перехвате сообщения, пред¬ 
назначенного для той же самой или подобной цивилизации, скорее 
всего обречена на провал, В самом деле, если цивилизация высо¬ 
ко развита, то она умеет экономно кодировать, ѳѳ сообщение 
имеет большую удельную сложность (» сложность, деленную на 



длину сообщения) и потому практически не отличимо от случай 
мой последовательности сигналов. 


§ 7. ПРИЛОЖЕНИЯ К ТЕОРИИ ИНФОРМАЦИИ: АЛГОРИТМИЧЕСКИЙ 
ПОДХОД К ПОНЯТИЮ КОЛИЧЕСТВА ИНФОРМАЦИИ 

Очень хочется уметь отвечать на вопрос, сколько информации 
несет то или иное сообщение, т.е. как-то измерять количество 
информации. Естественно измерять это количество длиной наибо¬ 
лее экономного описания рассматриваемого сообщения: с-этой 
течки зрения космическое сообщение, обсуждавшееся в конце пре¬ 
дыдущего параграфа, несет большую информацию - приближающуюся 
к максимально возможной при данной длине сообщения. Разумеет¬ 
ся, и сам выбранный способ описания должен быть достаточно 
экономным, т.е. давать для всех сообщений как можно более ко¬ 
роткие описания. Кроме того, этот способ должен позволять од¬ 
нозначное я эффективное восстановление сообщения по его описа¬ 
нию. Тем самым мы приходим к ситуации, описанной в § 17: коли¬ 
чество информации в сообщении - это его энтропия. Напомним, 
что в ч. I, § 17 мы ввели разные виды энтропий, различавшихся, 
в частности, ансамблями описаний. Здесь мы будем использовать 
в качестве ансамбля описаний ансамбль N или (что эквивалентно 
в силу наличия указанного в ч, I, § 17 изоморфизма между N и 
Е ) ансамбль двоичных слов г, при том, что отношение согла¬ 
сованности на 2 будет теперь не тем, которое рассматривалось 
в. I, § 17, а отношением равенства, т.е* таким же, как на N * 
Напомним ^теперь определение простой колмогоровской энтропии, 
данное в ч,І, 5 17. 

Пусть X - ансамбль сообщений, т.е. просто некоторый ан¬ 
самбль, элементы которого мы называем "сообщениями"* Способ 
описания - это перечислимое отношение КсШхХ, обладающее тем 
свойством, что если <а,у 1 >€В и <гцу 2 >€ Е , то у 1 « у 2 . Ина¬ 
че говоря, способ описания понимается в сшеле ч. I, 1 17, 
причем отношение согласованности, заданное на каждом из ансамб¬ 
лей Т , совпадает с равенством. Поэтову по теореме Колмого¬ 
рова среди всех способов описания существует оптимальный* Объем 
(напомним, что объемом числа ж здесь называется целая часть 
числа Хоя г (хЛ)) самого короткого описания объекта уех при 
каком-либо фиксированном оптимальном способе называется простой 



колмогоровской энтропией объекта у€Х (в ч, I, § 17 этот терм 
мин применялся лишь к случаю У = и обозначается№хк(у) , 
а короче просто Х(у) , Итак, количество информации в сообще¬ 
нии у оказывается естественным измерять простой колмогоровской 
энтропией этого сообщения. Так возникает алгоритмическая тео¬ 
рия информации - см. [Бар 77]. 

Заметим, что количество информации в у определено лишь с 
точностью до адаптивной величины порядка 0(1), В самом деле, 
возможны различные оптимальные способы й 1 и й 2 , приводящие, 
соответственно, к энтропиям К 1 и К , Однако в силу сказанно-- 
го в ч. I, § 17, \КіСу) - ^ О # 

Далее, рассмотрим какую-либо однозначную вычислимую нуме¬ 
рацию ансамбля X, т.е* вычислимое (1-1)-отображение N на X. 
Вспомним основную леміцу из ч. I, § 17 о соотношении между 
Х-Н-энтропией и Х-Ѵ-энтропией ; в силу этой леммы, если т есть 
номер сообщения у, то |^к(ш)-кхк(у)|^ О. Таким образам, 
количество информации в сообщении совпадает с количеством ин¬ 
формации в его номере (совпадает с точностью до величины по¬ 
рядка 0(1) , но ведь и само количество информации определено 
с точностью до величины этого порядка). Это же рассуждение 
применимо и к определению количества информации в паре < у л% 
у 2 > € X х х . Пусть ѵ - такой ансамбль, что X хіе Коли¬ 
чество информации в <у^ 2 > можно определять либо как N -ѴГ- 
энтропию самой этой пары, либо же - равносильным образом - 
как М~ ^-энтропию номера этой пары (эти определения приводят 
к величинам, различающимся на ограниченное слагаемое). 

Алгоритмическая теория информации была основана Колмогоро¬ 
вым (см, [Колм 65]) с целью придать таким интуитивным понятиям, 
как "количество информации" и "энтропия", точный смысл в при¬ 
менении к индивидуальным объектам, В традиционной (основанной 
на вероятности) теории информации, основанной Шенноном, эти 
понятия, как известно, применяются к случайным объектам, т.ѳ. , 
говоря более строго, к случайным величинам. Исторически сло¬ 
жившуюся вероятностную теорию информации правильнее было бы 
называть "теорией передачи информации", см* [Доб Пре 79] или 
"математической теорией связи” по названию основополагающей 

статьи Шеннона [Шенн 48]: ведь эта теория не охватывает всех 
(прежде всего семантических) аспектов понятия информации, Не- 
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ясно, насколько эти различные аспекты могут быть охвачены ал¬ 
горитмической теорией информации. Во всяком случае, проблемы 
связи этой теории с семантикой пока даже не поставлены. (Об¬ 
суждение некоторых близлежащих проблем начато в [Манин 81]). 
Реальные достижения алгоритмической теории информации отно¬ 
сятся к двум направлениям. Первое состоит в выяснении того, 
насколько формулы, полученные для случайных величин, оказы¬ 
ваются справедливыми применительно к индивидуальным объектам. 
Второе заключается в установлении соотношений между колмогоров¬ 
ской и шенноновской энтропиями. 

Изложим основные из этих достижений. 

Согласно [Колм 69], исходным понятием теории информации 
(как вероятностной, так и алгоритмической) является условная 
энтропия объекта у при заданном объекте х. Она обозначается 
Н(у |х) и интерпретируется как количество информации, необхо¬ 
димое для задания объекта у в обстановке, когда объект х уже 
задан. Далее определяются: 

(Т) (безусловная) энтропия объекта у; она обозначается 
Н(у) и определяется равенством Н(у) в н(у | е), где е-какой- 
либо "заведомо заданный объект"; 

(2) количество информации , содержащейся в объекте х об 
объекте у; оно обозначается І(х і у) и определяется равенст¬ 
вом І(х:у) = н(у) - Н(у | х). 

В алгоритмической теории информации х и у суть конструк¬ 
тивные объекты, в вероятностной теории - случайные величины; 

чтобы подчеркнуть это обстоятельство, в последнем случае вмес¬ 
то х и у будем писать ^ и л. Для простоты будем предполагать, 
что і и л принимают лишь конечное число значений. Пусть § при¬ 
нимает значения х 1 ,с вероятностями , ац - 

значения у ,...,у_ с вероятностями ч ,; пусть, далее, 

. есть вероятность того, что одновременно 4=х і , н = у 
Тогда, по определению 

Н(т) | §) м - 2 г ±1 іов, . 

Далее, (шенноновская безусловная) энтропия Н(л)=- ЕчДов 2 Чч 
может быть определена, согласно (і), как н(л |&). где е при¬ 
нимает одно единственное значение; оказывается, что Н(л) есть 
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среднее число двоичных знаков, необходимое для задания одного 
значения л. Наконец, 1(5 : п)определяется в соответствии с 
(2). Из этих определений сразу следует, что 


н<п|п) * о (Р,) 

К5 *п) 2 0 (Р 2 ) 

К5*т)) * Кп»5> (Р э ) 

н(< §,Т)>) » Н(5) ♦ Н(т»|5) (Р 4 ) 


(значениями случайной величины ( 5,ц) служат пары (к^,у>) 
принимаемые с вероятностями г і; = ). 

В алгоритмической теории информации в качестве Н(у | х) 
берется к(у | х)« Что такое К(у | х), было разъяснено в ч. I, 

§ 17 (переход от ^ к произвольному I с равенством в качест¬ 
ве отношения согласованности не составляет труда), В том же 
пункте отмечалось, что при фиксации х в К(у| х) мы приходим к 
простой колмогоровской энтропии: 

К(У) ф К(у I е) . 

Итак, и в алгоритмической теории определение Н(у)(=к(у>) через 
Н(у |х)(=К(у| х))происходит согласно (1), Далее, согласно (2), 
вводится количество информации Х(эну) * К(у)-К(у | х). 

При переходе к алгоритмической теории информации соотно¬ 
шения вероятностной теории претерпевают некоторые изменения, 
как очевидные, так и неочевидные. Очевидные изменения вызваны 
тем, что "вод^предложения алгоритмической теории информации 
в их общей формулировке верны лишь с точностью до членов вида 
0(1)" ([Колм 69]). Поэтому (Р,) и <Р а ) заменяются на (А ) и 

<ѵ- 

О < К(у | у) < О (А, ) 

І(х:у) ^ О (А г ) 

Неочевидные изменения состоят в том, что в алгоритмических 
аналогах равенств (Р } ) и (Р 4 ) появляется логарифмическая по¬ 
правка: 

І(х*у) в І(у*х)+ 0(1ов г К(< х, у))) (А,) 

*(»У) = Н(х)+Н(у| х) +0(1с»6 г К((х, у >)) (А 4 ) 

Шенноновский подход можно следующим образом применить к 
индивидуальному слову А : можно рассмотреть это А как одно аз 
значений некоторой случайной величины 5 и вычислить энтропию 
5, причем г естественно задать так, чтобы А было "типичной" 



ее реализацией. Например, можно считать, что буквы слова А 
независимы и имеют вероятности, равные частотам их появления 
в А. Пусть рассматривается слово длины к в п-буквенном ал¬ 
фавите. Тогда С имеет в* значений и Н(С) в к раз больше, чем 
энтропия н(т]) случайной величины ч» У которой значениями 
служат буквы алфавита, а вероятностями этих значений - часто¬ 
ты букв в слове д. Энтропию Н=Н(»і) естественно называть шен¬ 
ноновской удельной энтропией слова А. Ее содержательный сшсл 
проявляется, например, в следующем. Рассмотрим какой-либо спо¬ 
соб побуквѳнного кодирования слов в п-буквенном алфавите по¬ 
средством двоичных слов, позволяющий однозначно восстанавли¬ 
вать слова по их кодам. Если теперь заменить в А каждую букву 
на ее код из 5, то всё А в целом также заменится на некото¬ 
рое слово из 2 длины к'. Отношение ь= 5 ' есть "коэффициент уд¬ 
линения". Известно (см., например, [Про 73], [Левен 74, тео¬ 
рема 8 ]), что всегда Ь кН и что возможен такой способ кодиро¬ 
вания, при котором Ь . Поэтому число к»Н можно считать 
"истинной двоичной длиной" словаА , или его шенноновской 
сложностью (более точно - шенноновской і-сложностью; если ко¬ 
дировать не отдельные буквы, а сразу пары соседних букв, учи¬ 
тывая частоты двубуквенных сочетаний, мы приходим к шеннонов¬ 
ской 2-сложности и т.д.). Удельная шенноновская энтропия сло¬ 
ва А показывает, таким образом, долю шенноновской сложности, 
приходящейся на одну букву слова, и ее естественно сравнивать 
с удельной колмогоровской энтропией того же слова. Имеет мес¬ 
то следующее основное неравенство (см, [Зво Лев 70, теорема 
5.1], [Бар 77]): 

К(А)Д <Е*.(с п 1 об г к)Д 

где Н - удельная шенноновская энтропия слова А, знаменатель 
к есть длина слова, а константа с а зависит лишь от числа букв 
в алфавите и от выбранного при определении энтропии оптималь¬ 
ного способа описания. 

Другой результат о связи колмогоровской и шенноновской 
энтропий относится к начальным отрезкам случайных последова¬ 
тельностей. Пусть дана случайная величина 5 , значениями ко¬ 
торой являются буквы данного конечного алфавита, причем для 


303 



каждой буквы вероятность принять ее в качестве значения есть 
вычислимое (например, рациональное) число. Рассмотрим прост¬ 
ранство всех бесконечных последовательностей, составленных из 
букв рассматриваемого алфавита; в предположении, что буквы 
появляются независимо, § задает вычислимую меру на этом прост¬ 
ранстве (бѳрнуллиеву в случае двубуквенного алфавита). Среди 
последовательностей выделяются случайные (по Мартин-Лёфу или, 
что эквивалентно, по Колмогорову, см. прѳддцущий параграф). 
Шенноновскую энтропию Н(&) можно трактовать как "удельную шен¬ 
ноновскую энтропию случайной последовательности?. Оказывается, 
что для любой случайной последовательности ш удельная колмого¬ 
ровская энтропия начальных отрезков этой последова¬ 

тельности стремится к н(0 , см. [Зво Лев 70, формула (5ЛЬ)] > 
[Ага 75, § 5.5, стр. 134], [Бар 77]. 

§ 8. ОПЕНКИ СЛОЖНОСТИ РЕШЕНИЯ ОТДЕЛЬНЫХ ЗАДАЧ 

В этой области теории алгоритмов естественно выделяются 
задачи получения верхних и задачи получения нижних оценок. 
Методы решения задач этих двух категорий совершенно различные 

Верхние оценки 

Верхняя оценка строится следующим образом. Указывается 
неформальный алгоритм вычисления требуемой функции $ ♦ Затем 
этот алгоритм формализуется в виде алгоритма вычисления на 
подходящей модели и доказывается, что сложность (время или 
емкость) вычисления для этого алгоритма не превосходит значе¬ 
ния подходящей функции ср при всех значениях аргумента. Эта 
функция и объявляется верхней оценкой сложности вычисления 
функции 2 . 

Естественно желать получать такие оценки сложности вычис- 
лѳния, которые соответствуют вычислительной практике. Обраща- 
ясь к обсуждавшимся в ч. I, § 16, оценкам "с точностью до”, мы 
обнаруживаем, что столь широко понимаемые оценки не вполне 
удовлетворительны с практической точки зрения и могут рассмат¬ 
риваться только как грубые приближения к реальному положению 
вещей. При этом оценки "с точностью до мультипликативной кон¬ 
станты” хуже оценок "с точностью до аддитивной константы” и 
т»д. На первый взгляд может показаться,что получить "абсолют- 



ные оценки” и невозможно, ведь имеет место теорема о линей¬ 
ном ускорении, см. ч. I, § 7. Дело, однако, в том, что при 
"ускорении” вычисления, даваемом этой теоремой, растет слож¬ 
ность каждого шага вычисления. Если же ограничить сложность 
отдельного шага вычислительного процесса, то теорема о линей¬ 
ном ускорении уже не применима. И действительно, в принципе 
возможны абсолютные оценки времени вычисления, когда послед¬ 
нее понимается как сумма длительностей отдельных шагов (см. 
часть I, § б), причем эти длительности оцениваются сложностью 
соответствующих шагов; конечно, именно такие оценки имеют 
наибольшее практическое значение. 

С точки зрения времени вычисления самыми простыми являются 
функции, время (т.е* число шагов) вычисления которых совпадает 
с точностью до мультипликативной константы с размером аргу¬ 
мента и, более того, число шагов работы машины между двумя 
последовательными сдвигами входной головки ограничено некото¬ 
рой константой (мы считаем, что вычисление происходит на мно¬ 
голенточных машинах Тьюринга с безвозвратной входной лентой, 
см. [Раб 63], [Роз 67]). Такое вычисление называется вычисле¬ 
нием в реальное время . Как выяснилось в последние годы, сре¬ 
ди задач, решаемых в реальное время, имеются многие интерес¬ 
ные задачи, связанные с идентификацией слов (в частности, за¬ 
дача распознавания симметрии слова, см, [Сли 77]); правда, для 
наиболее важных из этих задач построенные алгоритмы не явля¬ 
ются алгоритмами колмогоровского типа, см. [Сли 77а], [Сли 
78]. Представляет интерес переход от таких алгоритмов к алго¬ 
ритмам Колмогорова. 

Следующий класс образуют полиномиальные верхние оценки 
времени вычисления, т.е. оценки, в которых время ограничено 
каким-либо полиномом от длины или нормы входа. Три примера 
множеств, распознаваемых за полиномиально ограниченное время, 
были уже приведены в ч. I, § 7 при обсуждении класса Боль¬ 
шинство получаемых для функций из класса оценок - это оцен¬ 
ки ”с точностью до”, как правило, с точностью до мультиплика¬ 
тивной константы. Б этом отношении характерны названия публи¬ 
каций, относящихся к упомянутым примерам: в этих названиях 
встречаются выражения "алгоритм с линейным временем”, "менее 
чем кубическое время”, "полиномиальный алгоритм”. 



Оценки "с точностью до" иногда порождают парадоксальную 
ситуацию. Для какой-нибудь задачи дальнейший прогресс в на¬ 
правлении нахождения более "эффективного" алгоритма может 
состоять в переходе от алгоритма с верхней оценкой времени 
работы с 1 п 1 к алгоритму о верхней оценкой времени работы 
с а* 2 , где а г < а 1 . Однако при этом с г может быть настоль¬ 

ко больше с 1 , что для всех практически мыслимых аргументов 
старый алгоритм эффективней нового. Поучительна в этом отно¬ 
шении ситуация с одной из важных верхних оценок - оценкой 
сложности умножения матриц. (Чтобы не загромождать изложение, 
мы будем говорить о числе арифметических операций, но картина 
для вычислений на представительной модели колмогоровского ти¬ 
па аналогична.) Классический алгоритм дает оценку с 1 а 3 для 
матриц п-го порадка. Алгоритм Штрассѳна - оценку с г п г * а , 
см. [Ахо Хоп Уль 74, п. 6.2]. Анализ работы этого алгоритма 
показывает, что при некоторой организации вычислений его ис¬ 
пользование дает выгоду по сравнению с классическим алгорит¬ 
мом, начиная с матриц 14-го порадка, см. [Фиш 74]. В послед¬ 
ние годы были предложены алгоритмы, дающие возможность пони¬ 
зить показатель от 2,81 до (приблизительно) 2.5, однако одно¬ 
временно мультипликативная константа в полученных оценках 
растет таким образом, что "эффективный” метод оказывается луч¬ 
ше классического только для матриц астрономического порадка 
(заведомо большего 10*®). Конечно, можно надеяться, что новые 
методы содержат продуктивные математические идеи, которые в 
дальне йшем смогут привести к получению действительно осмыслен¬ 
ных с прикладной точки зрения алгоритмов. 

Что касается емкости вычисления, то с прикладной точки 
зрения наибольший интерес представляют полиномиальные (от дли¬ 
ны аргумента) оценки. Однако, если такая оценка не сопровож¬ 
дается полиномиальной же оценкой времени вычисления, то с 
практической точки зрения и она является сомнительной, ведь 
полиномиальная оценка едкости автоматически дает (см. ч. I, 

$ 6) лишь экспоненциальную оценку времени. Для многих важных 
функций их вычисление может быть осуществлено так, что ем¬ 
кость ограничена какой-либо степенью логарифма длины аргумен¬ 
та, а время (при том же вычислении) ограничено полиномом. 

По-видимому, верхние оценки сложности, не мажорируемые 
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полиномами (т.е. экспоненциальные и т.п. оценки) следует рас¬ 
сматривать не как практически значимые, а как (вместе с соот¬ 
ветствующими нижними оценками) позволяющие с чисто теорети¬ 
ческой точки зрения расклассифицировать решимые алгоритмичес¬ 
кие проблемы по "степени сложности решения". О такой классифи¬ 
кации для алгоритмических проблем теории групп см. [Канно 
Гат 73]. 

Нижние оценки 

Как мы уже отмечали, ситуация с нижними оценками принци¬ 
пиально отличается от ситуации с верхними. Установить нижнюю 
оценку - это значит доказать, что никакой алгоритм вычисления 
на данной модели не имеет сложности вычисления меньше задан¬ 
ной функции ср. Основным методом получения нижних оценок яв¬ 
ляется диагонаЛиэация (о других подходах см. [Сли 81, гл. 3, 
§2]). Примерами использования метода диагоналиэации для по¬ 
строения множеств с заданными нижними оценками сложности явля¬ 
ются теоремы об иерархии (см. ч. I, § 7). Диагональные конст¬ 
рукции были использованы также при получении нижних оценок 
для сложности разрешения логических теорий, см. [Фѳр Рак 79]. 

В качестве возможных оценок рассматривались функции от длины 
формулы. Оказалось, что для многих (можно сказать, для боль¬ 
шинства) логических теорий имеет место экспоненциальная ниж¬ 
няя оценка сложности (все равно какой, временной или емкост¬ 
ной) разрешения. А для такой теории, как слабая монадическая 
теория следования второго порядка, дело обстоит "еще хуже". 
Названная теория есть теория структуры с носителем N , с 
единственной сигнатурной функцией - прибавлением единицы, но 
зато с допущением кванторов не только по натуральным числам, 
но и по конечным множествам натуральных чисел. Хотя для этой 
теории и существует разрешающий (= распознающий истинность 
формул) алгоритм, в практическом смысле она оказывается нераз¬ 
решимой: действительно, как показано в [Мей 75], для любого 
разрешающего алгоритма его (все равно какая) сложность не ма¬ 
жорируется никакой сверхэкспонентой 2*"' 2 с фиксированным 
числом этажей. Аналогичный результат имеет место для элемен¬ 
тарной теории свободной группы: хотя вопрос о разрешимости 
этой теории остается открытым, она "практически неразрешима”: 
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для нее не существует разрешающего алгоритма со сверхэкспонен¬ 
циальной (с фиксированным числом этажей) верхней оценкой вре¬ 
мени или емкости, см, [Сем 80], 

Б теории сложности все же есть нижние оценки, полученные 
не диагональным методом. Это, например, квадратичные нижние 
оценки для задач типа индентификации слов при условии, что в 
качестве вычислительной модели берется одноленточная машина 
Тьюринга, Для задачи распознавания симметрии слов такая оцен¬ 
ка найдена в [Бар 65]. Другой пример - это умножение чисел 
при условии, что очередной разряд результата должен выдавать¬ 
ся "достаточно рано”, см. [Пат ^иш Мей 74]» Относительно ем¬ 
кости отметим (упоминавшуюся в ч. I, § 7) нижнюю оценку для 
емкости распознавания множеств, не являющихся распознаваемыми 
с нулевой емкостью. Интересно было бы получить соответствую¬ 
щую оценку для вычисления функций (а не только для предикатов) 
и с другой стороны, для емкости порождения (а не только для 
разрешения) множеств. При этом, конечно, надо соответствующим 
образом определить эту емкость порождения, С некоторой точки 
зрения все перечисленные "недиагональные п оценки имеют "нега¬ 
тивный” смысл - они показывают, что рассматриваемая вычисли¬ 
тельная модель недостаточно универсальна с точки зрения слож¬ 
ности вычисления. 

Заметим, наконец, что соображения об оценках ”с точностью 
до”, высказанные в связи с верхними оценками, имеют не меньший 
смысл и в приложении к нижним оценкам, 

§ У. ВЛИЯНИЕ ТЕОРИИ АЛГОРИТМОВ НА АЛГОРИТМИЧЕСКУЮ 
ПРАКТИКУ 

В настоящее время абсолютное большинство явно сформулиро¬ 
ванных и используемых человеком в его деятельности алгорит¬ 
мов это программы для ЭВМ (см. [Кнут 74], (Кнут 74а])* 0 
масштабах "алгоритмической” деятельности человечества можно 
судить по возникающим в ней организационным проблемам, см. 

[Бру 75]. Таким образом, программирование - это алгоритмичес¬ 
кая практика, теоретическое программирование - это (при широ¬ 
ком понимании термина) - вся теория алгоритмов (например, тео¬ 
рему Гёделя о неполноте можно рассматривать как теорему теоре- 
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тического программирования, ср. [Глу 75]). Общепринято, одна¬ 
ко, другое понимание термина "теоретическое программирование"- 
как области теории алгоритмов, концентрирующейся вокруг взаи¬ 
моотношения программы как чисто синтаксического, неинтѳрпре- 
тированного объекта и содержания (смысла, значения) програм¬ 
мы. Конечно, для теоретического программирования характерен 
интерес к порожденным практикой темам, которых не касалась 
классическая теория алгоритмов, таким как параллельное прог¬ 
раммирование, см. [Кот 74], или структуры данных, см. [Скотт 
71]. Тем не менее, "общая часть" теоретического программиро¬ 
вания и теории алгоритмов велика, и классическая теория алго¬ 
ритмов оказала бесспорное влияние на программирование. Зто 
влияние, однако, состояло не в использовании каких-либо теорем, 
оно носило скорее идейный характер. Попытаемся проследить, 
как оно происходило, перечислив соответствующие результата и 
понятия общей теории алгоритмов. 

Общее понятие алгоритма и возможность его Формализации . 

В вычислительной практике важную роль сыграло осознание того, 
что любая вычислительная машина (если игнорировать физические 
ресурсы) может вычислять любую вычислимую функцию и никакая 
машина не может вычислять невычислимую. Также важную, хотя и 
не всегда однозначно полезную роль играло утверждение о том, 
что все задачи, решаемые человеком, могут быть решены подходя¬ 
щими алгоритмами, в частности на ЭВМ. 

Существование нерешимых алгоритмических проблем в матема¬ 
тике и непешаемость многих естественно возникших проблем . О 

некоторых задачах стало заранее известно, что искать их пол¬ 
ное и точное решение безнадежно и нужно вырабатывать реалисти¬ 
ческий подход, основанный на отказе от полноты, абсолютной 
достоверности или чего-то еще. Конечно, разделение задач на 
решимте и нерешимые имело и отрицательные последствия, возник¬ 
ло искушение рассматривать всякую ревшмую задачу как практи¬ 
чески решаемую, почти решенную, если не сегодня, то при даль¬ 
нейшем прогрессе вычислительной техники. 

Появление различных понятий сложности вычисления и порожде¬ 
ния. Возможность строгого абстрактного определения того, что 
такое сложность вычисления, стимулировало разработку эффектив¬ 
ных алгоритмов и дало возможность их объективного сравнения 
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(см. [Сли 81]). Большое практическое значение имело определен 
ниѳ класса ДЯи доказательство полиномиальной эквивалентности 
многих "переборных" задач. Это, наряду с экспоненциальными 
нижними оценками, разрушило иллюзию, о которой говорилось в 
предыдущем абзаце; выяснилось, что одного только существова¬ 
ния алгоритма, решающего ту или иную массовую проблему, 

не достаточно для практики. Тем самым еще раз подтвердилась 
важность нестандартных (эвристических, приближенных и т.д.) 
подходов (см. [Раб 74]). С другой стороны, теоретические ал¬ 
горитмы, для которых были доказаны "хорошие” полиномиальные 

верхние оценки сложности, нашли практические приложения. 

Неалгоритмическое описание вычислимых функций ( ц-рекур¬ 
сивные функции, исчисление Эрбрана - Гёделя, исчисление А— 
конверсии, неподвижные точки вычислимых операторов и т.д.; 
обзор и классификацию таких описаний см. в [ЕршА 82 а]). Не¬ 
алгоритмическое (непроцедурное) описание вычислимых функций 
оказалось важным средством программирования. Начиная с языка 
лисп, соответствующие конструкции вошли во многие языки прог¬ 
раммирования, кроме того, ^алгоритмическое описание является 
основой многих формальных определений семантики программ. 

Вычислительные и порождающие модели . Основную роль в прог¬ 
раммировании играют не сами представительные модели, а их 
(уже непредставительные) модификации и ограничения. Типичные 
примеры таких ограничений - магазинные автоматы и контекстно- 
свободные грамматики. Контекстно-свободные грамматики широко 
использовались для задания синтаксиса языков программирования, 
начиная с алгола-60; при описании алгола-68 понадобился более 
общий вид исчислений - грамматики ван Вейнгаардена. 

Именно непредставительность, ограниченность моделей и 
позволяет в какой-то степени использовать их при создании эф¬ 
фективных алгоритмов обработки программ, прежде всего алгорит¬ 
мов трансляции. Разнообразие различных представительных вы¬ 
числительных моделей, которое с точки зрения общей теории ал¬ 
горитмов может показаться излишним, оказывается весьма осмыс¬ 
ленным с практической точки зрения: ведь для практики вопрос 
о степени удобства, с которой тот или иной алгоритм записыва¬ 
ется на языке программирования, оказывается жизненно важным. 
Рост числа языков программирования в конце 60-х - начале 70-х 
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годов (речь идет о сотнях и даже тысячах языков, сн, [Сен 
Сем 74]) позволял говорить даже о "вавилонской башне" в прог¬ 
раммировании. 

Трактовка программ как объектов вычисления . Фон Нейман 
был первым, кто ввел это фундаментальное открытие теории ал¬ 
горитмов в алгоритмическую практику (см. [Ней 63]). Принцип 
хранимой и модифицируемой программы стал одной из основ сис¬ 
темного программирования. Неотъемлемыми частыми каждой ЭВМ 
являются компилятор и другие компоненты операционной системы, 
ориентированные на модификацию и выполнение программ потреби¬ 
телей. Машина с действующим интерпретатором есть в точности 
универсальный алгоритм в смысле теории алгоритмов. Дальнейшим 
развитием этих идей явилась концепция смешанного вычисления 
(см. [ЕршА 82]), позволяющая с единой точки зрения взглянуть 
на многие кажущиеся различными способы обработки программ и 
данных. 

Рассмотрение программ как объектов порождения (как и ре¬ 
зультаты о логических исчислениях) стимулировало развитие 
формальных систем, предназначенных для доказательства утверж¬ 
дений о программах, см. [Хоор 69], [Неп 79]. Важнейший класс 
таких утверждений образуют утверждения о так называемой пра¬ 
вильности программ, т.е. о том, что рассматриваемая програм¬ 
ма "делает, чего надо”. 

Методы программирования , т.е. методы построения алгорит¬ 
мов и доказательства их правильности, появившиеся внутри тео¬ 
рии алгоритмов. Наиболее показателен в этом отношении пример 
структурированного программирования. Основные операторы обра¬ 
зования структурированных программ (последовательное выполне¬ 
ние, разветвление, повторение) были введены в начале 50-х го¬ 
дов при описании нормальных алгорифмов Маркова (см. [Марк 54, 
гл. Ш], [Наг 77]). Одновременно были даны нетривиальные при¬ 
меры индуктивного доказательства правильности программ, по¬ 
строенных с помощью этих операторов (в частности, программы 
универсального алгоритма, т.е. интерпретатора). В абстрактной, 
алгебраической форме операторш структурированного программи¬ 
рования были введены в системах алгоритмических алгебр Глушко¬ 
ва; одновременно были рассмотрены содержательные, с точки эре- 
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НИя практического программирования, примеры преобразования 
программ и доказательства их правильности, см. [Глу 65]. В 
70-е годы структурированное программирование стало одним из 
инструментов практического программиста. 

Программирование как вторая грамотность . "... Мы сами жи¬ 
вем в мире программ, подчас не сознавая этого" ([ЕршА Зве 79, 
с. 47]). Убыстряющееся развитие вычислительной техники и прог¬ 
раммирования будет включать в алгоритмическую практику (кото¬ 
рая, в свою очередь, будет составлять все большую часть разум¬ 
ной деятельности человека) все более широкий круг идей теории 
алгоритмов (и требовать от теории алгоритмов новых открытий). 

А.П.Ершову принадлежит открытие той фундаментальной роли, 
которую играют алгоритмические концепции в процессе обучения 
и воспитания современного человека, - роли, сравнимой лишь с 
ролью письменности (отсюда предложенный А.П.Ершовым термин 
"вторая грамотность", см. [ЕршА Зве 79] , [ЕршА 81а]). Возмож¬ 
ность обучения учащихся начальной школы программированию на 
базе абстрактных вычислительных моделей (не только для подго¬ 
товки их к будущей профессии, но и для развития способности к 
формальному мышлению) обсуждается в [Усп 79; гл. 4, § 5]. 

Согласно [ЕршА Зве 79, с, 48], "программирование ... есть 
спосббность выразить любой «.правильный»процесс средствами, 
доступными для передачи машине", т.е., прежде всего алгоритми¬ 
ческими средствами. Поэтому "мы естественно приходим к пробле¬ 
ме фундаментализации программирования, выделения в нем некото¬ 
рых <<.натуральных>>сущностей" ([ЕршА 81а, с. 81] ). Система "на¬ 
туральных сущностей" программирования формируется под сильным 
влиянием системы основных понятий теории алгоритмов и исчисле¬ 
ний (впрочем, и эта последняя система испытывает влияние пер¬ 
вой). "Сумма знаний по этим вопросам должна подвергнуться тща¬ 
тельному концептуальному анализу и в объединении с математи¬ 
ческими я лингвистическими концепциями стать фундаментальной 
компонентой общего образования^ [ЕршА 81а, с. 18]). 
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те. Т. 2. 1979, с. 1058 - ХОБО. 
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Дей 53] Раѵіз М, АгіІгЬіпе'ЬісаІ ргоЫетв апсі гесигаіѵеіу 
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НоЪіпзоп ^^ 
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ІЕйТС 65] Уаѣез С.Е.М. ТЬхее іЬеогетз оп ЪНе іеегеез о $ гесиг- 
ѳіѵеіу етяпегаЫе эеііз. - Вике та1:1іепш.1:іса1 ооигпаі, 1965, 

ѵ.32, N з, р. 461 - 468 . (Русский перевод: К.Е.Ейтис. Три те¬ 
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"русский перевод, с. 4 - 6. 

[ЕршА 80І Ершов А.П. Международный симпозиум "Алгоритм в сов¬ 
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р, 137-153* (Русский перевод: Клини С. Математическая 
логика. Конструктивные и неконструктивные операции. - В кн.: 
Международный математический конгресс в Эдинбурге 1958 г. 


(обзорные 


М.: Физматгиз, 1962, с. 158 - 180.) 


г Клини С.К., Пост Э.Л. (Кіеепе З.С., Розѣ Е.Ь.) 

(Кли Пост 541 Кіеепе З.С., Розѣ В.Ь, ТИе иррег зеші-іаѣѣісе 
йе^гееѳ оХ гесигѳіѵе шзоІѵаЫІіѣу. - Аішаіз оХ шаѣЬеша- 
ѣісз, зег. 2, ѵ.,59» N 3, р* 379-407. 

г Кнут Д.Э. (КпиѣЬВ.Б.) 

[Кнут 683 Кш^ѣЬ В.Е. ТЬе агѣ оХ сошриѣег ргобгапипіпй. ѵ.1, 
ЕЧшйатепѣаІ аілогіѣіітз, - АѴУ, 1968 . 21*834 р* (Русский 
перевод: Кнут Д. Искусство програмшрования для ЭВМ, ТЛ, 
Основные алгоритв^ы. И,: Мир, 1976 , 735 с.) 

(Кнут 69] Кпиѣіі В.Б. ТНе агѣ оХ сошриѣег рго§гаітіп|5. У.2, 
ЗетХпитегісаІ аІ^огіѣЬтз. - А№, 1969. (Русский перевод: 

Кнут Д, Искусство программирования для ЭВМ. Т, 2,Получислениые 
алгоритмы, м.: Мир, 1977, 724 с.) 

(Днут 74І КпиѣЬ В.Е, Сошриѣег зсіепсѳ апй іѣз геіаѣіоп ѣо 
шаѣЬетаѣісз. - Атегісап таѣЬешаѣісаІ топѣкіу, 1974, ѵ.81, 

N 4, р. 323-343. (Русский перевод: Кцут Д* Информатика и 
ее связь с математикой. В кн.: Современные проблем математи¬ 
ки. М.: Знание, 1977 (Новое в жизни, науке, технике. Серия 
"Математика, кибернетика", 1977, № 12), с. 4 - 32.) 

(кнут 74а] КпиѣИ В.Е. Сошриѣег ргоегшпшіпб аз ап агѣ. - 
Сошшипісаѣіопз оХ АСМ, 1974, ѵ.17, Н 12, р. 667-673. 


г Коэмидиади В.А., Мучник А.А, 

(Коз Муч 70] Коэмидиади В.А., Мучник А,А,, ред. Проблемы 


ма- 
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тематической логики. Сложность алгоритмов и классы вычисли¬ 
мых функций. Сборник переводов. М.: Мир, 1970. 432 о. (Биб¬ 
лиотека "Кибернетического сборника".) 

г Колмогоров А.Н 

ІКолм 321 Коітозогой - А. 2иг Реи1:шз йег іпіпіі1;іопіз1;1зс1іеп 
ьо§ік. - МаѣЬетаііѳсКе 2еіѣэсЬгіІ1;, 1932, ВС. 35, Н. 1, 

3. 58-65. 

(Колм 50] Колмогоров А.Н. Алгоритм. - БСЭ, 2-ѳ изд. Т. 2. 
Т(950, с. 65. 

[Колм 53І Колмогоров А.Н. 0 понятии алгоритма, - У МН, 1953, 
т. 8, вып. 4 (560, с. 175 - 176. 

колм 54 Колмогоров А.Н. Предисловие редактора перевода. - 
Б кн.: Петер Р. Рекурсивные функции. Пер. с нем. М.: ИЛ, 
1954, с. 3 - 10. 

[Колм 63] Хоілюеогоѵ А.Н. Оп ѣаЫеа оГ гапСот питѣѳгз. - 
ЗапкНуа. ТНе ІпСіап Зоигпаі оі а'Ьаѣіаіісг. Зег. А, 1963, 
ѵ. 25 , рагѣ 4, р. 369-376. (Русский перевод: Колмогоров 
А.Н. 0 таблицах случайных чисел. - Семиотика и информатика. 
М.: ВИНИТИ, 1982, вып. 18 (второй выпуск за 1981 гЛ, 

с. 3 - 13,5 

(Колм бб] Колмогоров А.Н. Три подхода к определению понятия 
'количество информации". - Проблемы передачи информации, 
1965, т. 4, вып. Сс. 3-0. 

[Колм 69] Колмогоров А.Н. К логическим основам теории инфор¬ 
мации и теории вероятностей. - Проблемы передачи информации 
1969, т. 5, вып. 3, с. 3 - 7. 

Колмогоров А.Н., Барздинь Я.М, 

(Колм Бар 653 Колмогоров А.Н., Барздинь Я.М. О реализации 
сетей в 3-Мерном пространстве. - ПК, 1967, вып. 19, 

с. 261 - 268; 

г Колмогоров А.Н., Успенский В.А, 

|Колм Усп 58] Колмогоров А.Н,, Успенский В.А. К определению 
алгоритма. - УМН, 1958, т. 13, вып, 4 (82), с. 3 - 28. 

г Колмогоров А.Н,, Фомин С.В, 

[Колм Фом 761 Колмогоров А.Н., Фомин С.В. Элементы теории 
функций и функционального анализа. 4-е изд. М.: Наука, 

1976. 543 с. 

р Корпелѳвич Г.М. 

[Кор 631 Корпелѳвич Г.М. О соотношении понятий разрешимости 
и перечислимости для конечных автоматов. - ДАНГ, 1963, 

т. 149, № 5, с. 1023 - 1025. 

р Косовский Н.К. 

[Кос 81] Косовский Н.К, Элементы математической логики и ее 
приложения к теории субрекурсивных алгоритмов. Учебное посо 
бие. Л.: Издательство Ленинградского университета, 1981. 

р Котов В.Е. 

(Дот 74] Котов В.Е. Теория параллельного программирования: 
прикладные аспекты. - Кибернетика, 1974, № I, с. 1 - 16; 

№ 2, с. I - 18. 
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[Кот 78І Котов В.Е. Введение в теорию схем программ* Новоси¬ 
бирск; Наука, 1978* 25 ѵ с* 

г Козн П*Дж. (СоЬеп Р.<Т.) 

ІКоэ 66] СоЬеп РчТ. Зеі ѢЬеогу апй ѢЬе оопііпит ЬуроіЬевіэ. 
Неѵ Уогк: АшзіегЗят: \Ѵ.А.ВедЗатіл, 1966* 144 р. (Русский 
перевод: Коэн П.Дж* Теория множеств и континуум-гипотеза* 

М.: Мир, 1969* о47 с*) 

г Крайзѳль Г* (Кгеівеі О*) 

Мра 5§| Кгеізеі 0* Ио1;е оп агі’Ызтеііо тойеіа Рог сопзіа'ЬеігЪ 
іогигиіае оР ѣііе ргейісаѣе саІеиГиз, II. - Іи; Ргосее<1іл§8 
оР ѢЬе ХІіЬ ііі'Ь етаѣіопаі соп&гезѳ оР рЫІоаорЬу (Вгшсеііѳз 
Аи^из-Ь 20-26, 1953), ѵ.14» Атѳѣегаат; Іюиѵаіп, 1953. Р* 39- 
49. 

г Криницкий Н.А. . „ 

[К^и^77І^Криницкий Н.А. Алгоритмы вокруг нас* М,: Наука, 

ГКри 77а] Криницкий Н.А. Широкое^формальное определение алго¬ 
ритма. - ПК, 1977, вш. 32; с. Ш - 186. 

г Кубинец М.В. 

\Куб 72] Кубинец М.В. Распознавание самопересечения плоской 
ктории алгорифмом Колмогорова. - В кн.: ИКММЛ. X . Л.: 

НС ЛОМИ; т. 32), с. 35 - 44. 
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іука, іУ/с. ыаписки н 
, Кузнецов А.В,, Трахтенброт Б.А. 

(Куз Тра 55І Кузнецов А.В,, Трахтенброт Б.А. Исследование 
частично-рекурсивных операторов средствами теории бэровско- 
го пространства. - ДАН, 1955, т. ХОо, I 5, с. - 900. 




по конструктивному матѳматическо- 
;. 448 с. 

" -- ~ ~ ^ - -- --щр - - т ^ ^ 

79| ^Кушне^ Б.А,^Конструктивного подбора принцип* - В кн* 

Й(уш 79аі Кушнер Б*А* Конструктивный анализ* - В кн*: МЭ* 

ТК 2. 1979, с. 1054 - І057Г 

г Лавлэцд Д* (Ьоѵеіапй В*) 

уіавл бб] Ьоѵеіапсі В, А пеѵ; іпіегргѳѣа-Ыоп оГ іііе ѵоп Міаѳа* 
сопсерѣ а$ гаМот ве^иепсе. 2тЬ0М, 1966, Вй. 12, Н. 4» 

3. 279-294. 

(ІІавл бба] Ьоѵѳіапй В, ТКе Кіеепе ИіегагсЬу сІаваіУіса-Ыоп 
о! гесигаіѵеіу гапйот йе^ивпсез* - Тгапѳасѣіопв АМЗ, 

1966, ѵ*125, N 3, р. 497-5Ю. 

Лавров И*А* 

[Лавр 77Т Ьаѵгоѵ І*А* СотриіаЫе питЪегіп^в. -Іп: [Бат Хин 
77], р. 195-206. 

Глав ?о В|] Лавров И*А. Нумерация. - В кн*: МЭ. Т. 3* 1982, 



с. ливэ - І< 

Лакхэм Д., Парк Д.М., Патерсон М.С* (ЬиокЬат в. с., 
Рагк В.М.Н., Раіегвоп М*3.) 

ІДак Парк Пат 70} ЪискНаш В. С., Рагк В.М.Н,, Раіегаоп 
М.Б. Оп хогтаіігей сошриігег ргоегатз. - ІСЗЗ, 1970, ѵ*4, 
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И э, р. 220-249. (Русский перевод: Лакхэм Д., Парк Д.М., 
Патерсон М.С. О формализованных машинных программах. - КС, 
І97бТ выл. 12, с, 78 - ГІ4.) 

г Лѳвѳнштейн В.И. 

ІЛѳвен 74] Левѳнштейн В.И. Элементы теории кодирования. - 
3 кн,: [Ябл Луп 743, с. 2(77 - 305. 

г Левин Л.А. 

(Левин 73] Левин Л.А. О понятии случайной послѳдовательности.- 
ДАН, 1973, т. 212, № 3, с. 548 - 550. 

(Левин 76І Левин Л.А. О различных мерах сложности конечных 
объектов. - ДАН, 1976, тТ 227, № 4, с. 804 - 807. 

[Левин 77І Левин Л.А. Об одном конкретном способе задания 
сложностных мер. - ДАН, 1977, т. 234, № 3, с. 536 - 539. 

г Лупанѳв О,Б. 

Шуп 63] Лупанов О.Б. О сравнении двух типов конечных источ¬ 
ников, - ПК, 1963, вып. 9, с. 321 - 326. 

г МаЙхилл Дж* (МуЬіІІ «I*) 

§Дай 55Г ІіуМП Сгеаііѵе ае*Ьз, - ОпЬСШ, 1955, М* 1, Н*2, 

3. 97-108, 

г МаЙхилл Дж,, Шепѳрдсон Дж* (МуИіІІ <1., зьѳрЬегйаоп «Г, С.) 
[Май Шеп 55] МуМИ , ЗІіерЬегсІзоп. .Х.С. Е^есѣіѵе орега-Ьіопѳ 
оп рагЬіа! гесигвіѵе ?ипсѣіогш, - 2пі.ОМ, 1955» Вй. 1, Н. 4, 

3. 310-317. 

іев А.И. 


г Мальцев а. и. 

Шаль 60] Мальцев А.И. О неразрешимости элементарных теорий 
некоторых полей. - Сибирский математический журнал, 1960, 
т. I, да I, с. 71 - 77. ^Перепечатано в [Маль 7оЗ, с. ІІЗ-ІІ9.) 

ІМаль 61] Мальцев А.И. Конструктивные алгебры, [7.. - У МН, 1961, 
т. 16, вып. 3 (99), с. 3 - оО. (Перепечатано в [Маль 76], 
с. 132 - 185.) 

(Малъ 62] Мальцев А.И. Аксиоматизируемые классы локально сво¬ 
бодных алгебр некоторых типов. - Сибирский математический 

л* П ^ ЛіЛЛ Л» Ѵ1Г*Г ят * т 



нал, 1962, т, 3, 
і с. 216 - 229.) 



, с. 729 - 743. (Перепечатано в С Маль 


(ІМаль 62а] Мальцев А.И. О рекурсивных абелевых группах. - ДАН, 

1962. т. 146, * 5, с. 1009 - 1012. (Перепечатано в ІМаль 76] 
с. 235 - 238.) 

ІМаль 63) Мальцев А.И. Полно 

1963, т. 2, вып. 2, с. 4 
с. 2^5 - 293.) 


но нумерованные множества. - АиЛ, 
- 30. (Перепечатано в [Маль 763, 


[Маль 65І Мальцев А.И. Алгоритмы и рекурсивные функции. М.: 
Наука, 1965, 392 с. 

[Маль бб] Мальцев А.И. О стандартных обозначениях и терминоло¬ 
гии в теории алг ебр аических систем. - АиЛ, 1966, т. 5, 

>• X, с. 71 — 77, 


вып, 


Шаль 70] Мальцев А.И. Алгебраические системы. М.: Наука, 
4970. 392 с. 

(Маль 7б] Мальцев А.И. Избранные труды, Т. 2. Математическая 
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ов в 


логика и общая теория алгебраических систем* М,: Наука, 

1976. 388 с. 

г Мании Ю.И, 

Шанин 73] Мании Ю.И. Десятая проблема Гильберта, - Современ¬ 
ные проблемы математики. М.: ВИНИТИ, 1973, т. 1 (Итоги науки 
и техники), с. 5 - 37, 

[Манин 80] Манин Ю.И, Вычислимое и невычислимое. М.: Совет¬ 
ское радио, 1980. 128 с. 

іМанин.ѲІІ Мапіп ІГи.І. Ехрапйіпе сопз*Ьгис1;іѵе шіѵегзез, 

-Іп: [ЕршА Кнут 81] р. 255-260. 

г Манна 3. (Маппа 2,) 

[Манна 74] Машаа 2. Ма-Ыхешаіісаі ІзЗаеогу о? сошриѣаіііоп. 

ТГ,У.: МоОгаіг-НіІІ, 1974» 448 р-ІѴъ (Русский перевод гл. 5 из 
этой книги: Манна 3. Теория неподвижной точки программ, - 
КС, 1978, выл, 15, с. 38 - 100.) 

г Марков А,А. 

[Марк 47] Марков А,А. Невозможность некоторых алгорифмов в 
теории ассоциативных систем. ДАН, 1947, т. 55, № 7, 
с, 587 - 590. 

[Марк 47а] Марков АД. Невозможность некоторых алгорифмов 
теории ассоциативных систем, а. - ДАН, 1947, т. 58, № 3, 

с, 353 - 356, 

[Марк 5і] Марков АД. Теория алгорифмов. - Труда МИАН, 1951, 

т, 38, с. 176 - 189. 

[Марк 52І Марков АД. 0 неразрешимых алгорифмических пробле¬ 
мах. - Математический сборник, 1952, т. 31 (73), № I, 
с. 34 - 42. 

[Марк 54І Марков АД. Теория алгорифмов. М.; Л.: Изд-во АН 
СССР, 1954. 375 с. (Труда МИАН, т. 42). 

[Марк 54аЗ Марков АД, 0 непрерывности ‘конструктивных функ¬ 
ций, - У МН, 1954, т, 9, вып, 3 (61;, с. 226 - 230. 

(Марк 5б] Марков АД, Об одном принципе конструктивной мате¬ 
матической логики, - В кн,: ТТВмСГт. 2, М,: Изд-во АН СССР, 
1956, с. 146 - 147. 

[Марк 58І Марков АД, К проблеме представимости матриц. - 

ъ*им;т§> ч, кг, $. ш-ш 

[Марк 58а1 Марков АД. Неразрешимость проблемы гомеоморфии,- 
ДАН, 1958, т. 121, № 2, сГ2І8 - 220. У 

[Марк 58б] Марков АД, 0 неразрешимости некоторых проблем 
топологии. - ДАН, 1958, т. 123» » 6, с, 978 - 980. 


(Марк 58вЗ Марков АД, Неразрешимость проблемы гомеоморфии. 
У МН, 1958, т, 13, вып. 4 ( 82 ), с. 218 - 216, 



к 58г1 Марков АД, 0 конструктивных функциях. - В кн,: 
*ии*М. I. М.: Л.: Изд-во АН СССР, 1958 (Труды МИАН, т, 52), 

с. 315 - 348., 

{Марк 62} Марков АД. 0 вычислимых инвариантах. - ДАН, 1962» 

т. 146, № 5, с. 1017 - 1020, 
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(Марк 62а] Марков А.А. О конструктивной математике. - В кн.: 
ПКЙМ. 2. М.; Л.: Изд-во АН СССР, 1962 (Труды МИАН, т. 67), 
с. 8 - 14. 

(Марк 641 Марков А,А, 0 нормальных алгорифмах, вычисляющих 
булевы функции. - ДАН, 1964, т. 157, 12, с. 262 - 264. 

(Марк 67] Марков А.А. О нормал; ьвдх алгорифмах, связанных с 
вычислением булевых функций* - ШШ, 196?* т* 31, № I, 
с* 161 — 208* 


г іЛартин-Лёф П* (Магѣід-ЬоТ Р.) 

[Март 6о] Мартин-Лёф П, 0 понятии случайной последователь¬ 
ности* - Теория вероятностей и ее применения, 1966, т* И, 

* I, с* 198 - 200* 

(Март 66а] Щгѣіп-Ьо:Г Р* ТЬе йеТІпІЪіоп оТ гап&от 8 е^иеI 1 се 8 * 

- Іп^огшаіііоп апй сопѣгоі, 1966, ѵ*9, Н б, р, 602-619* 

(Март 68] Маг’Ып-Ьоі' Р* Оп -Иге псЫоп оР гапйошпезз. -Іп; 
ТпЪиі'Ыопіаш апй ргооТ ѢЬеогу / Кіпо А* еѣ аі., ейз. КЛ., 
1968, р* 73-78* (Русский перевод: Мартин-Лёф Л* 0 понятии 
случайности. - В кн.: Сложность вычислений и алгоритмов / 
Козмидиади В.А., Маслов А.Н., Петри Н.В., ред* М*: Мир, 

1974, с* 364 — 369*) 

[Март, 70] Магѣіп-Ьоі Р. Иоѣеа оп соігзѣгис1;іѵе шаіНешаѣісв* 
5*Ьоскііо1т: Аітаѵізі;* Ѵ/ікзеІІ, 1970, 109 р* (Русский пере¬ 
вод: Мартин-Лёф П. Очерки по конструктивной математике* М*: 
Мир, 1975. 136 с.) 

г Марченков С.С. 

[Марч 72] Марченков С*С* 0 вычислимых нумерациях семейств 
общерекурсивных функций* - АиЛ, 1972, т. И, № 5, с* 588-607* 

(Марч 76] Марченков С*С* Об одном классе неполных множеств. - 
Математические заметки, 1976, т. 20, № 4, с* 473 - 478. 

г Марченков С.С*, Матросов В.Л* 

[Марч Матр 79] Марченков С.С,, Матросов В.Л, Сложность алго¬ 
ритмов и вычислений. - Теория вероятностей* Математическая 
статистика. Теоретическая кибернетика. М,: ВИНИТИ, 1979, 
т* 16 (Итоги науки и техники), с. ЮЗ - 149. 


р Марлов С*к/* 

[Мае 64] Маслов С.Ю. Некоторые свойства аппарата канонических 
исчислений Э*Л.Поста* - В кн.: ПКНМ* 3* М*; Л.: Наука, 1964 
(Труды МИАН, т* 72), с. 5 - 56* 

|Мас 67] Маслов С.Ю* Понятие строгой представимости в общей 
теории исчислений, - В кн.: ПКЙМ. 4. Л,: Наука, 1967 (Труды 
МИАН, т* 93), с. 3 - 42* 

Ш&С 78] Мааіоѵ 8Ли* МасгоеѵоІи'Ьіоп аз 4еб.ис1;іоп ргосезз. - 
ЗуігЬЬезе, 1978, ѵ.39, р* 417-434* 

(Мае 79І Маслов С.Ю. Исчисление. - В кн.: МЭ* Т. 2, 1979, 
с* 685 - 686. 

[Мае 79а] Маслов С.Ю. Теория поиска вывода и вопросы психоло¬ 
гии творчества. - Семиотика и информатика* М.: ВИНИТИ, 1979, 
выл* 13, с. 17 - 46* 
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шимых ассо- 
, с» 1264-1266* 


г Матиясевич Ю.В. 

[Мат 67] Матиясевич Ю.В. Простые 
циативнадс исчислений, - ДАН, І9оѵ, т, 

Шат 70І Матиясевич Ю.В* Диофантовоеть перечислимых множеств. 
ДАН, 1970, т. 191, » 2, с. 279 - 282. 

[Мат 7і) Матиясевич Ю.В. Диофантово представление перечисли¬ 
мых предикатов. - ИАН, 1971, т. 35, № Г, с. 3 - 30. 

ІМат 72] Матиясевич Ю.В. Диофантовы множества. - УМН, 1972, 
І т. 27, выл. 5 (167), с. 185 - 222. 

(Мат 73] Ма1;іЗа8еѵіс Уи.Ѵ. Оп геспгвіѵе шэоІѵаѣіІіЛу оі 
НіГЪегЬ'з ‘Ьеп'ЬЬ ргоЫѳш. - В кн*: [Сапп 73] р. 89-110. 

[Мат 74) Матиясевич Ю.В. Эффективные и неэффективные методы 
в теории чисел. - В кн.: ВКМЛ-З, с. 141 - 142* 


[Мат 74а| Матиясевич Ю.В* Существование нѳэффѳктивизируемых 
оценок в тѳррии^экспонѳнциально диофантовых уравнении. - 
В кн.: ИКМШГ. 2Г. Л.: Наука, 1974 (Записки НС ЛОМИ, т. 40), 
с. 77 — 93. 

[Мат 7$ Ма-ЫЗааеѵіс Уи.Ѵ. Воте ригеіу шаѣЬетаіісаІ гевиііа 
іперігей Ъу шаШеша^ісаІ 1о§іс. -Іт [Бат Хин 77] р. 121- 
127. 

|іат 77еі Матиясевич Ю.В. Простые числа перечисляются полино¬ 
мом от 10 переменных. - В кн.: ТПММЛ. П. л.: Наука; 1977 
„(Записки НС ЛОМИ, т. 68), с. 62 - 82. 

Мат 79І Матиясевич Ю.В. Диофантов предикат. - В кнѵ: МЭ. 

2 . 1979, с. 157. 

т 79аі Матиясевич Ю.В. Диофантово множество. - В кн.: МЭ. 

. 2, 1979, с. 161 - 162. 

[Мат 79б] Матиясевич Ю.В. Диофантовых 
решимости. - В кн.: М3. іС2. 1979^ с, 

Мачти М., Винкльман К., Янг П. (МаЫгЬеу М., ілгіпісіюаші К., 

ІЙЖ'іінг 78І МаоЬѣеу М., ѴгіпкХтаап К., Уоип^ Р. Зітріе 
Сосіеі гштЪегіп^а, ізотогрЫата апй ргоегаштіпа ргорѳгѣіѳѳ. - 
ЗЫМ Доитаі оп оотри-Ыд^, 1978, К 1, р. 39-60. 

г Медведев Ф.А, 

[МедФ 76] Медведев Ф.А. Французская школа теории функций и 
множеств на рубеже XIX - XX вв. М.: Наука, 1976. $31 с. 

Медведев Ю.Т. 

О 55\ Медведев Ю.Т. Степени трудности массовых проблем. - 
, 1955, т. 104, № 4, с. 501 - 504. 

МѳдЮ 5б] Медведев Ю.Т. О понятии массовой проблемы. - УМН, 
1956, т. «, вып. 5 (71), с. 231 - 232. 

ІМвдР 62І Медведев Ю.Т. Финитные задачи. - ДАН, 1962, т. 142, 

# о, с. 1015 - 1018. 

(МѳдЮ 69І Медведев Ю.Т. Об одном способе доказательства не¬ 
разрешимости алг ори тмических проблем. - ДАН, 1969, т. 185, 




нений проблема раз- 
- 175. 
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г Мейер А.Р. (Мѳуѳг а.й. } 

[Мей 753 Меуег А.Е. ТСеак топайіс аесопй огйег іНеогу оі аис- 
е ея дог і а по-Ь еіетепѣагу-гѳсигаіѵѳ. -Іп: Ьо§іс соііоаиіш 
(Воаіоп, 1972-1973) / РагШі Е., ей. Зргіодег» 1975 іи 
таШвтаЩсв* ѵ.453), р* 132-153* 

Ми$$с Р*» фон (ѵоп Мізеа Е.) 
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• * 


г ШЗІ 

[Миз І9і ѵоп МІ8Ѳ8 К* Огипйіа^еп йег ѴаЬгвеЬеіпІісШсеі^агесІі- 
шшв* - МаЪЬегаа'ЬіасЬѳ ЙеііаоЬгіІѢ, 1919, Вй. 5, 5. 52-99* 

ІМиз 28І ѵоп Міаеа Е. ^аЬгасНеігйісЫсеі-ЬзгесІіпішв, Зѣаіів-Ъік 
дай ГСапгЗаві-Ь. Щеп; «Т.Зргіп^ег, 1928. [Русский перевод :Ми~ 
зес Р.Вероятность и статистика. М.;Л; Гос. из-во, 1930.-250с 

г Миллар Т.С. (Міііаг Т.5.) 

[Мил 79| Міііаг Т.З. А сотріеіе, йесійаЫе Шеогу ѵііЪ, ітео 
йесійаЫе тойеіа. - ДОХі, 1979» ѵ.44* N 3» Р* 307-312. 

г Минский МЛ. (Шлаку м.ь.) 

[Мин 67] Міпаку М.Ъ. СотрггЪаііоп: ^іпііе апй іпііпіѣе 
тасЬіпеа. Еп§Хеѵоой СІІУТа, N.«7.: РгепЬісе-НаИ, 1967, 

(Русский перевод: Минский М. Вычисления и автоматы, 
р, 1971. 364 с.) 

г ^ооковакис Я.Н. (МоасЬоѵакіз У.Н.) 

(Моек 64Й Моасііоѵакіа У.Е. Еесигвіѵе теіггіс врасев. - 
Ртйатёп*Ьа таѣЬегааѣісае, 19в4* ѵ.55» И 3, р. 215-238. 

г Мостовский А. (М 08 *Ь 0 Т№ 8 кІ А.) 

[Мост 53 і МозЪсжакі А. Оп а ауаіет. оТ ахіота ѵ?МсЬ ііаа по 
гесигаіѵеіу ешшегаЫе тойеі. - ІЧдпйатепЪа таЪЬетаІгісае, 
1953» ѵ#40» II, р. 56-61. 

§40СТ 5^ Моа-Ьошакі А. А Уогтгйа ѵііЬ. по гесигаіѵеіу епитег- 
аЪІе тойеі. - РдайатепЬа таіЬ.ета'Ысае, 1955» ѵ.42, Н 1, 
р. 125-140. 

Йост 6<| Мозіошакі А. ТЬігіу уеага оУ Гоипйаігіопаі аіпйіеа. 
ухГогй; Вааіі Віаскѵеіі» 1966» 180 р. (Асі/а рЫІоѳорИіса 
Геппіса» Уаас. 17)* 

Мѵзчник А.А. 

ІМуч 5о| 14уодик*А.А. Неразрешимость проблемы сводимости тео¬ 
рии алгоритмов. - ДАН, І9об, т. 108, № 2, с. 194 - 197. 
*Исп]эавлѳниѳ формулировки теоремы 4 указано в ІМуч 65], 

ІМуч 5ѳ] Мучник А.А. Решение проблемы сводимости Поста и не¬ 
которых других проблем теории алгоритмов. I. - Труды ММ0. 

М.: Іизматгиз, 1958, т. 7, с. 391 - 405. 

[Муч бЗІ ручник А.А. 0 сильной и слабой сводимости алгоритми¬ 
ческих проблем. - Сибирский математический журнал, 1963, 
т. 4, № о, с. 1328 - 1341. 

Гмуч 65І Мучник А.А. О сводимости проблем разрешения перечис¬ 
лимых множеств к проблемам отделимости. - ИАН, 1965, т. 29, 
вып. 3, с. 717 - 724. 
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Нагорный Н М 

(Наг?7) Йагорный Н.М. Алгоритмов сочетание. - В кн.: МЭ. 

Т. I. 1977, с. 225 - 226. 

Шаг 77а1 Нагорный Н.М. Ассоциативное исчисление. - В кн.: 
МЭ. Т. 1. 1977, с. 338 - 340. 

(Наг _77б] Нагорный Н.М. Алгоритма изображение. - В кн.: МЭ. 

X* 1* ХУ/ (} С« 

[Наг 77н] Нагорный Н.М. Групповое исчисление. - В кн.: МЭ. 
Т. 1. 1977, с. 1147 - 1149. 

[Наг 77г] Нагорный Н.М. Абстракция актуальной бесконечности 
1В кн.: МЭ. Т. I. 1977, с. 43. 

(Наг 79] Нагорный Н.М..Конструктивный объект. - В кн.: МЭ. 
х* 21 # ІУ79 , О • І0Ь7 *“• 1058* 


[Н 


Нейман Дж. , фон (ѵоп Иешпаші .т.) 

ѲЙ 63] ѵоп Неѵшіаші «Г. ТЬе с отринет апй ЪНе Ъгаіп* Иеѵ/ 
Йаѵеп: Уаіе І)пхѵегэ1іу Ргезз, 1963, ХІІІ+82 р. (Русский 
перевод: Нейман Дж* Вычислительная машина и мозг* - В кн.: 
Кибернетический сборник: сборник переводов / Ляпунов А*А*, 
Лупанов 0*Б., редакторы. № I. М.: Ил, 1960, с. ІІ -60.) 


г Непомнящий В.^. 

(Неп 72] Нерошхдазсіі Ѵ.А. СошШіопв Гог ГЬе аІяогіГЫпіс 
сошріеѣепеаз оГ^эузГет оГ орегаЪіопа. - В кн.: [Фрей Гриф 
Розѳнф 72 3 * Т. с* ** 

(Неп 72а] Непомнящий В.А. Критерий алгоритмической полноты 
систем операций. - В кн.: Теория программирования: Труды 
симпозиума Новосибирск, 7 - II августа 1972 г.) ЧЛ /Не¬ 
помнящий В.А., рѳд. 279 с. Новосибирскг Вычислительный 
центр Сибирского отделения АН СССР, 1972, с. 267 - 279. 

(йѳп 74 Непомнящий В.А. 0 емкостной сложности распознавания 
щиментарных^ предикатов и формальных языков. - В кн.: 

§Іеп 7^ Непомнящий В*А. Практические метода проверки правиль 
ности программ. - Семиотика и информатика. М.: ВИНИТИ, 1979, 
выл. 12, с. 8Ь - 87. 


г Новиков П.С. 

іНов 52] Новиков П.С* Об алгоритмической неразрешимости проб- 

ѵгліміг «мАшімл Амкмм ПАТТ ТАС О _ ПГ ІА Л * гѵКл * 


лѳмы тождества. - 


(Перепечатано в [ 




1952, т. 85, № 4, с. 709 - 712. 

>9], с. 205 - 209.) 

|іов 55] Новиков П.С. Об алгоритмической неразрешимости проб 
лемы тождества слов в теории групп. М.: Изд-во АН СССР, _ 
І95 5 - І 43 с. (Труды МИАН, т. 44). (Перепечатано в [Нов 79], 
С* 210 - о2<э,; 


§І0В 58) Иоѵікоѵу Р.З. Ш)ег еіпі^е аІ^огі'ЬЬіпізсІіе РгоЫете 
сіег Сггирреп’ЬЬеогіе* - ^аЬ^езЪе^іс1а1; йег Веиігзсйеп МаіЬета- 
Гікег Ѵегеіпіегш^. 1958, ВсЬ 61, Н* 2, 3. 88-92* (РУССКИЙ 
перевод: Новиков 11.С. 0 некоторых алгоритмических проблемах 
теории групп. - В кн.: [Ноз 791, с. 390 - 392.) 

ІНов 77] Новиков П.С. Конструктивная математическая логика с 
точки зрения классической. М,: Наука, 1977. .328 с. 
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(Нов 79І Новиков П.С. Избранные труды* Теория множеств и 
І^нкции. Математическая логика и алгебра* М.: Наука, 1979* 


г Ногина Е.Ю. 

(Ног 66] Ногина Е*Ю* Об эффективно топологических пространст 
вах. - ДАН, 1966, т. 169/» I, с* 28 - 31* 

(Ног 69] Ногина Е*Ю* Соотношения между некоторыми классами 
эффективно топологических пространств. - Математические за¬ 
метки, 1969, т. 5, » 4, с* І83 - 495. 

|Ног 7в] Ногина Е.Ю. Нумерованные топологические пространст¬ 
ва. - 2шЬ0М, 1978, ва/24, Н. 2, 3. 141-176. 


Патерсон М.С. (РаТегзоп М.З.) 

Пат 70] ЕаТегаоп М.З, ШізоІѵаѣіІіТу іп 3 х 3 таТгісеа. - 
“ЗТи&іеа іп аррііей таіНетаТіса, 1970, ѵ,49, N 1, 
р. 105-107. 

Патерсон М.С., Фишер М.Дж., Мейер А.Р. (РаТегзоп м,з,, 
Лзѣег М*«І,, Меуег А. К,} 

Пат Фиш Мей 741 РаТегзоп М,3., Різіхег М,І,, Меуег А. В. 

Ап ішргоѵей оѵегіар аг^шіепТ Тог опііпе пшІТірІісаТІоп. - 
Іп: ОотрІехіТу оТ сотрпТаТіоп# Ргоѵійепсе: А М3, 1974 

(Зіам - амз ргосеейііщз, ѵ.7), р, 97 -т. (Русский пере¬ 
вод: Патерсон М.С*, Фишер М.Дж., Мейер А.Р, Улучшенный метод 
частичного перекрытия для умножения, выполняемого в темпе 
поступления информации, - КС, 1977, выл. 14, с, 77 - 94.) 

Пауль В.Дж., Сейферас Дж. И., Симон Дж* (Р&иі Ѵ/.«Х., 

.ЗеіТегаз «7.І., Зітоп I.) 

Дау СеЙ Сим 80] Раиі \Ѵ,«Х., ЗеіТегаа 1*1,, Зішоп I. 

Ап іпТотаТіоп-ТНеогеѣіс арргоасЬ То Тіте Ъошйз Тог оп¬ 
ііпе согариТаТіоп (ргеіішіпагу ѵегзіоп). - Іп: СопТегепсе 
ргосеесііпйз оТ ТНе ТигеІТТЬ аппті АСМ зушрозігші оп ТЬеогу 
оТ сотриТіпе. Рарегз ргезепѣед. аТ ТНе аутроаіит Ьеій іп 
Іоа Аодеіез, СаІіТ,, Аргіі 18-30, 1980. Уогіс: АСМ, 

1980, р. 357-367. 


г Перетятькин Л.Г. 

ІПер 731 Перетятькин М.Г. О полных теориях с конечным числом 
счетных моделей. - АиЛ, 1973, т. 12,*» 5, с. 550 - 576. 


Петров Б.Н., Уланов Г.М., Ульянов С.В. 

Пет Ула Уль 79| Петров Б.Н., Уланов Г.М., Ульянов С.В, Слож¬ 
ность конечных объектов и информационная теория управления.- 
Техническая кибернетика. М.: ВИНИТИ, 1979, т. II (Итоги нау¬ 
ки и техники), с. 77 - 147. 



лиско В.Е. 

ЗІ Плиско В.Е. О 
1973, т. 212, ~ 


з Р^» |ЙГЖда ка™нх Фоглах. 


|іли 7$ Плиско В.Е. Некоторые варианты понятия реализуемости 
для предикатных формул. - ДАН, 1976, т. 226, № I, с. 61 - 64 

[Пли 77І Плиско В.Е. Нѳарифметичность класса реализуемых пре- 
дикатшлс формул. - ИАН, 1977, т. 41, № 3, с. 483 - 502. 

ІДли 78] Плиско В.Е. Некоторые варианты понятия реализуемости 
для предикатных форцул. - ИАН, 1978, т, 42, № 3, с. 636-653< 


♦ 


331 



_ Поляков Е.А., Розинас М.Г. 

ІНол Роз 7(3 Поляков Е.А., Розинас М.Г. Теория алгоритмов. 
Учебное пособие по спецкурсу для студѳнтов-математиков . 
Иваново: Ивановский государственный университет, 1976, 88 с. 

г Пост Э.Л. (Ров* в.ь.) 

(Пост 361 Ров* Е.Ь. 1Чп1*е сотЪіпаіогу ргооѳввев - Гогтиіа- 

*іоп 1 . - 1936, ѵ.1, Н 3, р. юз-105. (Перепечата¬ 

но в СДѳй 653, с. 2о9 - 291.) (Русский перевод: Пост Э.Л. 
Финитные комбинаторные процессы, формулировка I. - В кн.: 
СУсп 79], с. 89 - §5.) 

(РОСТ 43І Ров* Е.Ь. Рогтаі ге<іис*іопв оР *Ье депегаі оогаЬіпа- 
ѣогіаі йесізіоп ргоЪХет. - Ашегісап ^оигпаі о:Г таѣЬѳтаѣісз, 

1943, ѵ.65, N 2, р. 197-215* 

Йост 44[ Розѣ Б.Ъ. Кесигзіѵеіу епіипегаЪІе аеѣз о? роаіѣіѵе 
Ъаѣееегз апй ѢЪеіг йесізіоп ргоЫетэ. - Виііеѣіп оі АШ. 

1944, ѵ.50. н 5, р. 284 -316. (Перепечатано вСДей 651, 
с. 305 - 337.) 

(Пост 4б| Розѣ Б.Іі. А ѵагіапѣ оі а гесигзіѵеіу шізоІѵаЫе 
ргоЪІет. - Виііеѣіп АШ, 1946, ѵ.52, N 4, р. 2б4-2б8. 

[Пост 47І Розѣ Б.Ь. Несигзіѵе ипзоІѵаЪіІіѣу а ргоЫеш оі 
ТЬие. - 1947, ѵ.12, N 1, р. 1 -11. (Перепечатано в 

Щей 65], с. 297 - 303.5 

г Прохоров Ю.В. 

(Про ^7^ ^охоров^В. Кодирование. - В кн.: ВСЭ, 3-ѳ изд. 
г Пур-Эл М. (Роиг-Б1 М. ) 

Шур 643 Роиг-БХ и. Оойеі пигаЪ егіпвз ѵегзиз БгіейЪегй питЪег- 
іп§з. - Ргосеейіпза о* АШ, 1964, ѵ.15, N 2, р. 252-256. 

г Рабин М.О. (КаЪіп М.О.) 

ІРаб 5Щ КаЪіп М.О. Оп гѳоигѳіѵеіу епідтегаЫе апз агіѣЬшеѣіо 
то4е1з зеѣ ѢЬѳогу. - ^3^, 1958, ѵ.'23, N 4, р* 408-416. 

[Раб 60] КаЪіп М.О. СошриѣаЫе аІбеЪга, 8«эаега1 ѢЬеогу апі 
ѢЪеогу оі оотриѣаЫе ііеіів. - Тгапѳаоѣіопз о^ АШ, 1960, 
ѵ.95# N 2 , р. 341-360. 

^аб 65І КаЪіп М. Неаі ѣіте союриѣаѣіоп. - Іѳгаеі Зоптаі 
оі юаѣЪеюаѣісв. 1963, ѵ.1, N 4, р* 203-211. (Русский пере¬ 
вод; Рабин М. вычисления в реальное время* - В кн.; С Коз 
Муч 70], с. 156 - 167.) * ^ 

(Раб 69] КаЪіп М.О. ВесійаЪіІіѣу оі ѳесопі-огіег ѢЪѳогіез 
апй аиѣотаѣа оп іпГіпіѣе ѣгеез. - Тгапзасѣіопз оі АШ, 

1969, ѵ.141, к 7, р* 1-35* (Русский перевод: Рабин М.О. 
Разрешимость второго порядка и автоматы над бесконечными 
деревьями. КС, 1969, выл. 8, а. 72 ~ ІІ6.Г 

(раб 74І КаЪіп М.О. ТЪеогеѣіоаІ ішрейітѳпѣѳ ѣо агіѣЪшѳѣісаХ 
іпѣеііі^епсѳ. -Іп: ІпГогтаѣіоп ргосѳѳаіп^ 74. Ргосеѳііп^з 
оі ІРІР сопвгезв 1974 (8ѣоскЬоХт, Аи^изѣ 3-10, 1974)./ 
Козепіеіа ей. ГО, 1974, р. 615-619. 

г Райс X. (Кісе Н.О.) 

ІРайс 531 Кісе Н.О. Сіазѳеѳ оі гесигзіѵеіу епшегаЪІе зѳѣа 
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апй *ЬЬеіг йесіаіоп ргоЫепш» - Тгапзасѣіопз оГ АМ8, 1953, 
ѵ.74, И 2, р. 358-366, ’ 

ІРайс 53 Нісе Н.С. Несигвіѵ-е геаі пшіЬегз. - Ргосеейіпяа оі 
АМЗ, Ту 54, ѵ.5, К 5, р* 784-791♦ 

„ Рилардсон Д. (НісЬагйэоп В,) 

(Рич Щ КісЬагйзоп й. Боте ипйеоійаЫе ргоЫета Іпѵоіѵіпв 
еіѳтепкагу ГішсЫопз оі а геаі ѵагіаЫе. - о51, 1968, ѵ.ЗЗ. 
N 4, р. 514-520. 


РцбИНСОН Дж• (НоЪІПЗОП «!♦) 

^ 4ф] КоЪіпзоп <Т* Ве^іпаЫ1і1;у апй йесівіоп ргоЫешз 1п 

агі*ЬЬтеі;±с* - <75Ь, 1949, ѵ,14, N 2, р. 98-114. 


[Роб 


роб 5<3 НоЪіпзоп ^• Ехізкепѣіаі йеГіпаЪіІіку іп агікЬтеііс. 
- Тгапаас-Ыопв оі АМЗ, 1952, ѵ.72, М 3, р. 437-449. 

(Русский перевод: Робинсон Дж. Экзистенциальная выразимость 
в арифметике. - Сборник переходов "Математика", 1964, т. 8, 
№ о, с, 3 — 14.) 


г Роджерс X., младший (Козегз н. , <Іг. ) 

Рода 583 козега Н., Л. Оойеі пигаЬегіпзз оі 1 рагііаі гесигзіѵе 
^ипсѣіопз. - йЗЬ, 1958, ѵ.23, И 3, р. 331-341. 

Рода 67} Нозега Н., Л. ЗЬеогу оі гесигзіѵе Гипскіопз апй 
еГСвскіѵе сотрикаЪІІіку. Йен» Хогк еі аі.: МсОгада-НіИ Воок 
Сотрапу, 1967, ХІХ+482 р. (Русский перевод: Роджерс X. 
Теория ^еку^сивных функций и эффективная вычислимость. М.: 


г Розенберг А. Л, (НозепЪегз А.Ь.) 

[Роз 671 ВозвпЪегЕ А.Ь» Неаі-ѣігае йеГіпаЫе Іапкиаеѳз. - 
<Тоигаа1 оі АСМ, 19б7,‘У. 14, Й 4, р. б45-6б2, (Русский 
перевод: ^Розшбѳ^г^А.^Языки, определимые в реальное время. - 

Рот К.Ф. (йоШ к.в.) 

55] Ео-Ыі К,Р. Каііопаі арргохітаі;іопз -ко аІгвЬгаіс 
питЪега. - Ма-Ыіетаѣіоа, 1955, ѵ.2, Й 1, р. 1-20 (соггі- 
зепйит р. іб8) (Рубский перевод: Рог К.Ф. Рациональные при- 
ближения^алгебраичѳских чисел. л - ѵ Сборник переводов "Математи- 
ка 


(Рот 5§г 


1957, т. I, № I, с. 3 - 18.) 


Сакс Дж.Е. (Заокз О. в. ) 

Сакс 63] Заскз О.Е. Везгеез оі ипзоІѵаЪіІіѣу. Ргіпое-Ьоп, 
Йен» йегзеу: Ргіпсеіоп Ипіѵегзіігу Ргезз, 1963. 174 р. 
(Ашіаіз ох такЬетакісз зкисііез, питЬег 55.) 


Саломаа А., Соиттола М. (Заіотаа А., ЗоікіоІаМ.) 

|Сал Сои 78] Заіотаа А., Зоіккоіа Ы. Аиіотаѣа-'ЬЬеогеіііс 
азресіе оі ЗЕ'огтаІ родаег зегіез. Зргіпеег, 1978, Х+171 р. 

г Санкаппанавар Х.П. (Запкаррапаѵаг Н.Р.) 

[Сан 78] Запкаррапаѵаг Н.Р. Сесіэіоп ргоЫета: Нізкогу апй 
те1;]іосІз. -Іп: КакНетак ісаі І03ІС . Ргосеейіпзз оГ -ЬЬе Гігзі: 
Вгазіііап оопСегелсе. / Аггийа А.І., Неіжіоп йа Созка С.А., 
С11иа^иі Н., ейз. Иеѵ» Уогк апй Вазеі: Магоеі Реккег, 1978 
(Ьескиге покез ±п риге апй аррііѳй такЬетакісз, ѵ. 39), 
р. 241-291. 
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Сацпѳс П. (Зирреа Р.) 

(рапп 73] Зиррез Р, еі аі.» ейз. Ію^іе, МёіЬо&оІову &&<* 
РМІоаорЬу оГ Зеіепее. Ц. Ш, 1973. 


Сейфе 
[Сѳй 7?Л 

сіазэез. 


рас Дж.И. (ЗеіГегав «І.І.) 

Зеі^егаа <Т.І. Йеіаѣіпв ге^іпей арасѳ сотріехііу 
- іТСЗЗ, 1977, ѵ. 14, И 1, р. 100-129* 


Сейферас Дж.И*, Фишер М.Дж., Мейер А.Р, (Зеііегав «Т.І 
^ізЬег МЛ., Меуег А. К.) 

рей Фиш Мѳй 78] Зеі^егаз П.І.» Ріайѳг МЛ., Меуег А. К. 
Зерага^іп^ попйеѣегтіпівііс ѣіте сотріехііу сіаазее. - 
«Тоигпаі о* АОМ, 1978, ѵ.25, N 1, р. 146-167* 


*, 


Селиванов В. Л. 

[Сел 760 Селиванов В. Л. 
АиЛ, 1976, т.І5, № 4, с. 


теоремы о вычислимых нумерациях.- 



Семенов А*Л. 

[Сем 78] Семёнов*А.Л. Некоторые алгоритмические проблемы для 
систем алгоритмических алгебр. - ДАН, 1978, т. 239, № 5, 
с. 1063-1065. 


|Сѳм 8(3 Семёнов А.Л. Интерпретация свободных алгебр в свобод¬ 
ных группах. - ДАН, 1980, т.252, № 6, с. 1326-1332. 

г Семенов АД., Семёнова Е.Т, „ 

[Сем Сем 741 Семёнов АД., Семёнова Е.Т. Программирование и 
математическое обеспечение, - В кн.: Радиоэлектроника в 
1973 г. Обзор по материалам иностранной печати. Выл. 6. Вы¬ 
числительная техника. Программирование. М.: Научно-исследо¬ 
вательский институт экономики и информации по радиоэлектро¬ 
нике, 1974, с. 76-91. 

Семёнов А.Л., Успенский В. А. (Зегаепоѵ А.Ь», Перепеку 
Ѵ.А.) 

Сем Усп 80] Семенов А.Л., Успенский В.А. |іІѳждународная встре¬ 
ча ученых в Хорезме. - Международный форум по информации и 
документации, 1980, т.5, # I, с. 36-37. ТАнглийский перевод: 

Зетепоѵ А.Ь., ІІ8репзку У. А. Іпіегпа-Ыопаі тее-Ып^ оі зсіеп- 
ііеѣз аѣ Юаогѳзш. - Іпѣегпа1;іопа1 Гогит оп іп^огта'Ыоп аші 
йоситѳпѣаііоп, 1980, ѵ.5, N 1, р. 37-38.) 


Скотт Д. (Зсо"Ь*Ь в.) 

|Ско 61] Зсоѣі; В. Оп сопаіігисііде шойеіэ 2ог агііЬшеііс, -Іп: 
іі^іпіхізіііс теі:1го(і8. Ргосеейіща іНе Зутровіит оп ^оипйа 
ѣіопа оі таіНетаѣіса (Шагѳаѵг, 2-9 Зерѣ. 1959). Шаітаяга еѣ 
аі., 1961, р. 235-255. 

|рко 7(3 Зсоііі X). ОггЫіпе оі а шаѣЬвшаіісаІ ѣііеогу о±* а сош- 
риѣаѣіоп. - Іп: Ггосееаіп^э *ЬЬѳ РочгѣЬ ашіиаі Ггіпсеіоп 
сопіегепсе оп іпГогшаііоп асіепсеа апй ауа1;ешз, 1970 . 
Ргіпсеѣоп (Неѵ? Пегѳеу)? Ргіпсеѣоп Ппіѵегвіігу Ргеаа, 1970, 
р. 169-176. (Русский перевод: Скотт Д. Набросок математи¬ 
ческой теории вычислений. - КС, 1977, выл. 14, с. І05-І2І.) 

г Слисенко А.О. 

ріли 77] Слисенко А.0, Упрощенное доказательство распознавае¬ 
мости симметричности слов в реальное время на машинах Тью¬ 
ринга. - В кн,: ТПММЯ, П. Л,: Наука, 1977 (Записки НС ЛОМИ, 
т,68), с. 123-139. 
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ІСли 77а} Слисенко А.О* Распознавание предиката вхождения в 
реальное время* Л* 1977* 24 с* (Препринт / Ленинградское 
отделение ШАН: Р 7 - 77) 

(Сли 78] Зіізѳпко А.О. З-ктіпе-таѣоМпв іи геаі ііте: аоте 
ргорегМеэ оГ ѣѣе Да*Ьа з'Ьггю'Ьигѳ* -Іп: МаШетаѣіеаІ ГошДа- 
і;іопз оГ сощриѣѳг зсіепсе 1978. / Міпкоѵгакі <1., еД. Зргіп- 
&ег, 1978 (Ш іп сотриіег зсіепсе, ѵ.64), р. 493-496. 

ІСди 8$ Слисенко А.О. Сложностные задачи теории вычислений ♦- 
УМН, 1981, т* 36, выл* 6, ѵ с. 21 - ІОѲ. 

г Соар Р* (Зоаге Е.І.) 

[Соа 78] Зоаге Е.Д* Еесигэіѵеіу епшегаЫе зеѣз апД Дѳегеез. 

- Ви11е*Ып оГ АМБ, 1978, ѵ.84, К 6, р. 1149-1181. 

Соломонов Р.Дж. (ЗоІотопоГГ Е.<1.) 

[Сол 64] ^ЗоІошопоГГ Н.<Х; А Гогтаі ІДіеогу оГ іпДгюііѵе іпГе- 
гепсе I. - ІпГотаііоп апД сопѣгоі, 1964, ѵ.7, N 1, 
р. 1-227 


г Стрцкий Э.Д. 

Юто 80] Стоцкий Э.Д. Элементы теории формальных грамматик. 
Препринт. М.: ВИНИТИ, 1980. 67 с. 

г Сэвич В.Дж* (БаѵіГсЬ. ѴД.) 

[Сов 703 ЗаѵіГсІі ѴУД* КеІа-ЬіоішЫрз Ъеѣѵгееп попДеІіегтпіпізѣіс 
апД Де1;егшіпіз*Ьіо іаре сотріехіѣіез. - <ІСБЗ, 1970, ѵ.4, Н 2, 
р. 177-192 * 

г Сэсѳрдоут С., Тенни Р.Л. (ЗасегДо'Ье 0*3., Тезшёу Е.Ь.) 
[Сэс Тен У/] ЗасегДо-Ье 0.3*, Тешхеу Й.Ь. №е ДесіДаЫІііу оГ 
№е геасЬаѣіІіѣу ргоЫеш Гог ѵесѣог аДДіІгіоп зузііешз. -Іп: 
СопГегепсе гѳсогД оГ Ігііе. НіпѣЬ. ашшаі АСМ зушрозіш оп 
Гѣеогу оГ сошри'Ьіпз. Рарега ргезепі;ѳД аГ ѢЬ-е зутрозіит ЬеІД 
іп ВоиІДег, Соіо., Мау 2-4, 1977* КЛ.: АСМ, 1977, Р* 61-76. 


Тарский А., Мостовский А., Робинсон Р.М. (Тагѳкі А., 
Мозіошкі А*, ДрЫпзоп Е.М.) 

Тар Мост Роб 53] Тагзкі А., Мозіоѵігзкі А., Еоѣіпзоп Е.М. 
ИпДесіДаЪІе Шеогіѳз. Ш, 1953, ХІ+9В р. 


г Тверской А.А. 

[Тве 82] Тверской АД» Исследование рекурсивности и арифме- 
тичности сигнатурных функций в нестандартных моделях ариф¬ 


метики. - ДАН, 1982, т. 262, № 6, с. 


1328. 


Трахтенброт Б.А» 

[Тра 53] Трахтенброт БД. О рекурсивной отделимости. - ДАН, 
1953, т» 88, № 6, с. 953 - 956. 

[Тра 56] Трахтенброт БД. Сигнализирующие функции и табличные 
операторы. - Ученые записки Пензенского государственного пе¬ 
дагогического института им. В.Г.Белинского. Пенза, 1956, 
т. 4, с» 75 - 87. 
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г ТѴз А* (Ткие А*) ^ 

[Туэ ІЩ Ткие А* Ріе Хюаип§ еіпеа Зреаіаі^аііее еіпѳэ $епе- 
гаііеп ІоеіѳсНеп РгоМетз. - ЗкгіГѣег и^іѣ Ѵійепзкарз- 
ѳеівкаре-к і Кгіа'Ьіапіа, I* Ш1;ета1;І8к^па1;ш*ѵійепакаЪе1ід 
кТаззе, 19Ю, N 8, 40 р. (Перепечатано в [Туэ 773, с, 273 - 

[Туэ 141 Ткие А. РгоЫеше иЬег УегаМегип^еп ѵоп 2еіскеп- 
гѳікеп паск #е§еЪепед Ее&е1п* - ЗкгіГЬег иі^іі; аѵ Ѵійеп- 
зкарззѳізкареі; і Кгіз-Ыапіа, I. Маіетаігіак-гшѣгшгісіѳпѳка- 
Ъеіій кіааае, 1914, N Ю, 34 р. (Перепечатано в [Туэ 77], 
о • 493 — 524 «) 

[Гуэ 77] Ткие А* Зеіесѣесі таШета^ісаІ рарега / Яа^еИ Т. ѳѣ 
аі., ейз* Шіігк ап іпЬгойис'Ьіоп Ъу Зіе&еі К.Ь. Оаіо е*Ь аі.: 
ипіѵегзіѣѳіз:Гог1а$еі;, 1977, 592 р. 

г Тьюринг А.М. (Тигіпб А.М.) 

[Тью 36| Тигіп® А.М. Оп сотри*ЬаЫе пшЪега, игШі ап аррііса- 
Ъіоп іо “Ше Впѣзсігеійгш^зргоЪІеш* - Ргосеейіпзз ЬМЗ. 

Зег. 2, 1936, ѵ.42, Н з, 4, р* 230-265. (Перепечатано в 
[Дѳй бб], с. 116 - 151.? 

[Тыо 37] Тигіпв А.М. Оп ссшриѣаЪІе шлпЪегв , .!№ ап аррііса- 
ііоп "Ьо ѣке ЕпЪзскеійгшвзргоЪІет. А соггесЪіоп. Ргосеейіп&з 
ЬМЗ ♦ Зег. 2, 1937* ѵ«43* N 7, р. 544-546* (Пѳрѳпѳча- 

тано в СДей 65^, о. І52 - І54.) 

ГТью 37а] Тигіпе А.М, Сотриіаѣііі-Ьу апй Л-<іе^іпаЫ1і1:у. - 
^1, 1937, ѵ.2, К 4, р. 153-163. 

[Тыо 39] Тигіпд л.М. Зуѳѣетз оі Іо^іо Ъааей оп огйіпаіз. - 
Ргосее41п^з ХіШ. Зѳг. 2, 1939, ѵ # 45, N 3, р* 161-228* 
(Перепечатано в [ Дей 653, с* Іоо - 222*) 

г Уанг П* 0Ѵап§ Р.) 

[Уанг 74] Иап& Р. ТПѳ ип4есійаЪі1іѣу оі *Ыаѳ ехіз1;епсе оГ 
гегоз оГ геаі еіешепііагу Гипс*Ьіопз* - ^шгпаі АСМ, 1974, 
ѵ*21, П 4, р. 586-589. 

_ Успенский В*А* 

(Усп 53] Успенский В*А* Теорема Гёделя и теория алгоритмов* - 
УМН, 1953, т. 8, № 4 (56), с. 176 - 178. 

[Усп 53 а] Успенский В.А. Теорема Гёделя и теория алгоритмов. - 
ДАН, 1953, т* 91, № 4, с. 737 - 740. 

[Усп 55] Успенский В.А. О вычислимых операциях. - ДАН, 1955, 
т. ЮЗ, № 5, с* 773 - 776* 

[Усп, 55а] Успенский В.А. Системы перечислимых множеств и их 
нумерации. - ДАН, 1955, т. 105, № о, о. 1155 - 1158. 

[Усп 56] Успенский В.А. Вычислимые операции и понятие прог¬ 
раммы. -УШ, 1956, т. И, выл. 4 (70), с. 172 - 176. 

(^сп^ба^ Понятие^п^ограммы и вычислимые операторы. - В кн.: 

[Усп 57] Успенский В.А, К теореме о равнощрной непрерывнос¬ 
ти. - УМН, 1957, т. 1$, вып.1 (73), с. 99 - 142. 

[Усп 60] Успенский В.А. Лекции о вычислимых функциях, М.: 
Физматгиз, 1960. 492 с. (Французский перевод: Оиврепвкі ѵ.А. 
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Ье$оіш зиг Іез іопсііопз саІсідІаЫез. Рагіз: Негшагш, 1966, 
412 р.) 

[Усп 70] УопенскиЙ В. А, Алгоритм, - В кн,; БСЭ. 3-е изд, 

Т. I, 1970, с. 400 - 401, 

[Усп 74І Успенский В. А* Теорема Гёделя о неполноте в элемен¬ 
тарном изложении. - УМН, 1974, т. 29, выл. 1 (175), с. 3-47, 

(Усп 77І Успенский В.А. Алгоритм, - В кн,: МЭ. Т. Г. 1977, 
с. 202 - 206. 

ІУсп 79] Успенский В.А, Машина Поста, М.: Наука, 1979. 95 с, 
|Усп 82І Успенский В.А. Теорема Гёделя о неполноте, М.: Наука, 

* XXX С • 

Успенский В.А,, Семёнов А.Л. 

(Усп Сем 81] Пзрепзку Ѵ.А., Зетепоѵ А.Ь. Шаі аге -ЬЬе е®*пз 
*Ыіе ѢЬ.еогу оГ аІвогіѣЬтѳ г Ьазіс йеѵе1ортепі;8 соппесіей 
ѵгііЬ ѢЬе сопсерѣ оі а1&огі1;Ьт аші ѵ/і*Ыг 11?з арр1Іса*іоп 1п 

таШегааіісз. - В кн.: [ЕршА Кнут 81], с, 100 - .234, 

г Ферранте Дж., Раков Ч. (Реггапѣе <Т., Наскоіі С.ет.) 

[фер Рак 79] Реггадіе <Т„, НаскоИ С, ДО, ТЬ.е сотр'иѣа’ЬіопаІ сотр- 
Іехіѣу оі Іо^ісаі ІЯіѳогівз. Зргіп§ег, 1979> 243 р, (ЫГ іп 
ша-ЬЬѳшаіІса, ѵ.718), 

г Фишер П. (Різііег Р.С,) 

[Фиш 741 РізКег Р.С, РщгЬЬег зсНѳтез іог сошЪіпідв таѣгіх 
аІ^огІ'ЪЬтз* -Іп: Аиѣошаіа, Рап^иа^ев апй ргозгаштіде. 2пй 
соііооиіші (ЗаагЪглскеп, Оиіу 29 - Аи^изі; 2, 1974)* Зргіпеег, 
1974 (Ш іп сотриіег зсіепсе, ѵ.14), р. 428-436, 

г Фреге Г. (Ргеве а.) 

(Фрѳ 1879] Рге$е О. ВевгіІІ'ззсІхгіІІ;, еіпе йег агі'Ыше'ЫвсІіеп 
пасЬееЪІІсІеіе РогтеІзргасЬе йез геіпеп Пѳпкепѳ, Наііе, 

1879* Х+88 3. (Английский перевод: Рге&е 0. ВевгііТззсЬ- 
гіГІ;, а іохтиіа 1апв*иа§ѳ, тоае1е<і ирод ѢЬаі о! агіѣЬтеііс, 

^ог риге ШопеМ. - В кн,: [Хей 67], с. I - 82.) 

Фрейман К.В. , Гриффит Дж.Е., Роэенфельд Дж.Л. (Ргеішап 
С.Ѵ., ОгіГіШі І.Е., Яовепіеій 

[Фрей Гриф Розвнф 72] Ргеішап С.Ѵ., агіііі*йі І.Е., КозепГеІй 
^•Ь., ш|й. Іп^оттаа-Ыоп ргосеззіп^ 71. Ргосеедіпяѳ ІРІР 
соп^гезв 71 (ЬиЫ^апа, Ап^штЪ 23-28, 1971), 1622 р. (В двух 
томах). 


[ф Ф^І^цберг Р.М, (Ргіе^Ъегб Н,М.) 


„ . ^ РгіѳйЪегб Й.М. Тето геопгѳіѵеіу епгмегаЪІе ѳеіѳ оі 

іпсотрагаЫе йе&гееѳ оГ ипзо1ѵаЫ111;у (зоХи-Ыоп Розі’з 
ргоЫш 1944)* - Р^ооеейіплѳ о! ІЬе Па1?іопа1 Аоааету о! 
Зсіепсез, ѵ.43, ІГ 2, р. 23ь-238. 

ж 5Й- РгіейЪѳг§ Н.М. ТЬуае іЬеогетѳ он гѳоагвіѵе ешдтега- 
оп. I. Вѳсошрозіііоп. II, Махітаі зеі Щ, Епишегаііоп 
ѵг±%ѣоиЪ гереіі1;іоп. - 1958, т.23, В 3, р. 309-316, 

г Хакен В. (Накеп №.) 

1)(ак 73] Накѳп №. Соппесііопз Ъеікееп іороіоеісаі апй ^гогф 
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-ЬЬеогеіісаІ йесізіоп ргоЪІепш. -Іп: I Бук» Канно Лин 73], 
р* 427-441 * 

г Хартманне Дж. (Нагішапів «!•) 

ІХар 82] НагЬтапіз «I. А по*Ье оп паѣигаі сотр!е1;е зеѣз апй 
Сойеі питЪегіпвз* - ТЬеогеі;±са1 сотрггЬег зсіепое, 1982, 
ѵ.17» Н 1, р. 75-89. 

г Хартманне Дж., Бейкер Т.П. (НагЬтапіз <7,, Вакег Т.Р.) 

|Хар Бей 75] НагЬтапіз <1., Вакег Т.Р. Оп зітріе Соейеі шдю- 
Ъегіп&з апй 'ЬгапзІа’Ыошэ. - 5ІАМ «Іоигпаі оп сошри , Ып&, 1975* 
ѵ.4, N 1, р. 1-11. 

г Хартманис Дж,, Хопкрофт Дж* (НагЬтапіз «Г,, НорсгоГЬ «Х.Е.) 
уСар Хоп 7І] НагЬтапіз <Т., НорсгоГЬ «Т.Е. Ап оѵегѵіеѵ оГ Ьѣе 
Ыіеогу оГ сотриЬаЫопаІ согарІехіЬу. - ^игааі оГ АСМ, 1971» 
ѵ.18, N 3 А р. 444-475* (Русский перевод: Хартманис Дж*. 
Хопкрофт Дж.Э. Обзор теории сложности вычислений, - КС, 1974, 
выл , 1і, с* 134 — 176,) 

г Хадиян Л,Г. 

Кач 79] Хачиян Л,Г* Полиномиальный алгоритм в линейном прог¬ 
раммировании. - ДАН, 1979, т. 244, № 5, с. 1093 - 1096. 

г Хейенорт Я.,ван (ѵап НеіЗепооЙ *Г, ) „ 

[Хей 67] ѵап НѳіЗпоогЬ «X. Егою Егѳ^е Ьо 0о4е1. А аоідгеѳ Ъоок 
Іп шаЬІшваЬісаІ Іо^іс, 1879-1931 ♦ СатЪгі<1в е » Маѳз.: Нагѵагб. 
ЛпіѵегзіЬу Ргезз, 1967, УШ-660 р. 

г Хермѳс X, (Негтез Н,) 

[Хер 6*У Негтег Н. ЕптегаЪіІіЬу. РесійаЪіІіЬу, СотриЬаЪіІіЬу. 
Ап іпѣгодг»с1;іоп ѣо *ЬЬе •Ыіеогу оі* геегдгаіѵе ^исѣіопз. Зргіп- 
вег, 1965, 3+245 р* 

г ХООР К, (Ноаге С.А.К.) 

ОСоор бЧІ Ноаге С.А.Н. Ап ахіогааііс Ъазіз ^ог сотриігег ргод- 
гаттіпв* - Соштгшісаіііопз оГ АСМ, 1969* ѵ,12, Н 10, р* 576- 
580, 583. 

г Хопкрофт Дж*, Пансьо Ж.-Ж. (Порогов Рапзіоѣ 
(Хоп Пан 791 НорсгоГЬ , Рапзіоі; Оп іЬе геаоНаЪІІііу 

ргоЫѳт Гог 5-^ілепаіопаІ ѵесііог аййіѣіоп зуѳ*Ьетѳ. - ТЬеоге- 
“Ысаі сотриѣег зсіепсе, 1979, ѵ.8, N 2, р, 135-159* 

Хопкрофт Дж.Е*, Пауль В.Й. , Вэлиэнт Л. (НорсгоГІ? ^.Е. . 
Раиі Ѵ/^,, Ѵаііапі Ь.О.) 

Коп Пау Вэл 77] НорсгоГѢ а.Е., І^иі Ѵаііахгі Ь.О. 

Оп ѣіте ѵегзііз зрасѳ. - ^игпаХ оГ АСМ, ѵ.24, Я 2, р* 332- 
337* 

Хопкрофт Дж*Е., Тэрджен ?*Е. (НорогоГІ; «Т.Е., Таг^ап К,Е.) 
ЦСоп Тэр 7цР НорсгоГѢ ^»Е., Таг 4 ап Н.Е, Ізотогрігівт оГ 
ріапаг -Іа: Сотр1ѳхі1;у оГ сотриііег сошри'Ьа’Ыопз 

(Ргосеейіодз оГ Ше аутрозіит, ІВМ ТНошаз Яа-Ьзоп 
ВеѳеагсЬ. Сепіег, Хогкѣоѵш Неііьѣв, НЛ*, 1972), Яетиг Іогк: 


Ріепш, 1972, р. 131-152. (Русский перевод: Хопкрофт Дж.Е*, 
Тарьян Р.Е. Изоморфизм планарных графов. - КС, 1975, выл. 12, 
с. 39 - 61.) 

Хопкрофт Дж.Е., Ульман Дж. (НорсгоГѢ ^.Е., Ліітап ^.р.) 
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[Хоп Уль 69] НорогоГі ОДЕ., тігаап <Ы>. Рогшаі Іап^швеа ап<і 
•Иіеіг ге1а1;1оп ѣо аиіотаііа, АЙ, 1969» Х+242 р. 

„ Хопкрофт $К.Е., Уонг Дж.К, (НорсгоП «Т.Е., «Гоне <Т.К.) 
иСоп Уонг 740 НорсгоГі «Г*Е*, Шснщ ^К* А Іідеаг ѣіше а 1 | 50 - 
гііѣт Гог ізотогрііізт оГ ріашг &гарЬ.з ? Ргеіітіпагу герогѣ * 
~Іп: ЗіхѣЪ. ашшаі АСМ зутровііж оп Шеогу оГ сотриПп# 
(Беа'Ь'Ые, Іазіи, АргіХ 30 - Мау 2, 1974)* Н*Х*і АСМ, 1974, 
р, 172-184* 

Хуторѳцкнй А а Б* 

ГХут бШ луторѳцкий А.Б* 0 сводимости вычислимых нумераций *- 
АиЛ, 1969, т* 8, № 2, с* 251 - 264* 

&ут ?3 Хуторецкий А.Б, 0 мощности верхней^полурешетки вы¬ 
числимых нумераций* - АиЛ, 1971, т* 10, № о, с* 5оІ - 569* 

г Цейтин Г*С. 

щей 58І Цейтин Г*С* Ассоциативное исчисление с неразрешимой 
проблемой эквивалентности* - В кн*: ПКНМ* і* М.; л*: Изд-во 
АН СССР, 1958 (Труды МИАН, т. 52), с* 172 - 189* 

(Дей 59І Цейтин Г*С* Алгоритмические операторы в - 

ных полных сепарабельных матрических пространствах. - 
1959, т. 128, ГI, с• 49 - 52. 

[Цѳй 62І Цейтин Г.С. лгоритмичѳскиѳ опе 
ных метрических пространствах* - В кн* : 



ктив* 

> 




и в конструктив- 
2. М.: Л.: 


Л* — и іш*« *,* т*, 

л МИАН, т. 67), с. 295 - 361. 
о 


нем значении в конструк- 
ши. Л.: Изд-во АН СССР, 

с* 362 — 334* 



гои_ 

Изд-во АН СССР, 

ПДей 62а) Цейтин Г.С» ' 
тивном анализе. - В кн„ ч 
1962 (Труда МИАН, т. 67), 

[Цей 64І Цейтин Г.С, Один способ изложения тебрии алгорифмов 
и перечислимте множеств» - В кн.: ПКНМ. 3. М.; Л.: Наука, 
1964*(Труда МИАН, т. 72), с. 69 - 98. 

ІЦей 7Й Цейтин Г.С» Приведенная форма нормальных алгоритмов 

йчом ускорении. - В кн.: ИКММЯ, ІУ. л.: 


и теорема о лине: 
Наука, 1971 (Записки Й 


МИ, т. 20), с. 234 - 2' 


г Чёрч А. (СЬѵ. 
[Чёрч Ж] ( СІшгсЬ. 
пшіЪег -ЬЬеогу. 
ѵ.58, В 2, р, 3 
107.5 

[Чёрч 36а! сьигсЬ 
ДЗЬ, 1936, ѵ.1 
исправлений, у 
1X5*) 

[Чёрч 36б) СЗги' 
йш^зргоЪі еш* 

[Чёрч 40] СЬш 
Втиіе-Ып 

[Чёрч 4і] СНг- 
ѣоп, П.<Т. г 1 
оі ша^НешаІ;: 


А 1 


0 Ап гтзоІѵаЫе ргоЫеш оГ еіетепіагу 
тегісап ^опгш.1 оГ шаіііѳтаѣісз, 193о, 
-363. (Перепечатало в [Дей 65], с* 89 


поѣе оп ЕпѣзсІіеійшівзргоЫеш* - 

40-41» (Перепечатано с учетом 

•щых в С Чёрч 366.Х в [Дей 65], с. ПО - 

оггеоѣіоп іо а поѣе ст іАз Епізеѣеі-* 

1936 , т* 1, Ж 3, Р* 101-102* 

Ш сопсері? .о$ а гапйош зедчепсе* - 
ѵ*4б, Н 2, р* 130-135-• 

саіогііі оі* 1ашЪсіа-с опѵегзіоп* Ртіпсе- 
Ппіѵег^іѣу Ргеза, 1941 * 7? р* (Ашзаів 

щііѳа,. пшЪег 6}* 
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|іёрч 5б] СЬигсЬ. А* Іпѣгойисѣіоп ѣо ша1;1іета1;іса1 1о$іс. 

V. 1. Ргіпсе’Ьоп, Н.<Т.: Ргіхюѳііоп ІІпіѵегзіЪу Ргезз, 1956, 
ІХ+376 р. (Русский перевод: Чёрч А* Введение*в математи¬ 
ческую логику* Т. I. М»: ИЛ, І960. 485 сЛ 


г Шанин Н.А. 

ІШан 55) Шанин Н.А. 0 некоторых логических проблемах арифме¬ 
тики* М.: Изд-во АН СССР, 1955* 112 с* (Труды МИАН, т; 43.) 

ЩІан 56) Шанин Н*А. Некоторые вопросы математического анали¬ 
за в свете конструктивной логики. - 2тиСг^ ) Н956,&Ж2 І И.‘і > 

ран 58) Шанин Н.А. О конструктивном понимании математических 
суждений. - В кн.: ПКНМ. І.М.: Л.: Изд-во АН СССР, 1958 
(Труды МИАН, т. 52), с. 226 - ЗІІ. 

[Шан 58а] Шанин Н.А. Об алгоритме конструктивной расшифровки 
математических суждений. - 


[Шан 6^1 Шанин Н.А. Конструктивные вещественные числа и кон¬ 
структивные функциональные пространства. - В кн.: ПКНМ. 2. 

И.;Л.: Изд-во АН СССР (Труда МИАН, т. 67), с. 15 - 294. 

[Шан 70) Шанин Н.А. О рекурсивном математическом анализе и 
исчислении арифметических равенств Р.Л.Гудстейна. - В кн.: 
Гудстейн Р.л. Рекурсивный математический анализ. Пер. с англ. 
М.: Наука, 1970, с; 7 - 76. 

[Шан 73] Шанин Н.А. Об иерархии способов, понимания суждений 
в конструктивной математике. - В кн.: ПКНМ. 6. Л.: Наука, 

1973 (Труда МИАН, т. 129), с. 203 - 266. 

Шахматный кодекс СССР 


[Шахм 


^ „ Шахматный кодекс СССР. 9-е издание. М.: Центральный 

шахматный клуб, 1969 . 48 с. 

Шіахм 83 Шахматный кодекс СССР. ІІ-ое издание, испр. и доп. 
М.: Физкультура и спорт, 1981, 64 с. 

г Шеннон К. (ЗНаппоп С.) 

[Шѳнн 48] ЗЬазшоп С. А ша1;Ьета1:іса1 ѢНеогу оГ сошшпіса*Ыоп. 

- Веіі ауэ'Ьет 1;ес1тіса1 поигпаі, 1948, ѵ.27, Н 3, р. 379- 
423; N 4, р. 623 - 656 . (Русский перевод: Математическая 
теория связи. - В кн.: Шеннон К. Работы по теории информации 
и кибернетике. Пер. с англ. / Добрушин Р.Л,, Лупанов О.Б.. 
редакторы. М.: Изд-во иностранной литературы, 1963, с. 243 - 
332.) 


г Ше 
Оііень 79. 
ДОН, 19 


нь А.Х. 
9[ Шень 
979, т. 


А.Х, 

248, 


Метод 
№ 6, с 


приоритета и проблемы отделения. 
.1309 - 1313. 


[Шень 8(3 Шѳнь А.Х. Аксиоматический подход к теории алгорит¬ 
мов и относительная вычислимость. - Вестник Московского уни¬ 
верситета* Сер. 4. Математика, механика, 1980, № 2, с. 27-29 

(Діень 8$ Шень АД. Несколько замечаний о нумерациях, не яв¬ 
ляющихся натуральными. - В кн.: Математическая логика и ма¬ 
тематическая лингвистика. Калинин: Калининский государствен¬ 
ный университет, 1981, с. 162 - 165. 
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Шіень 82] Шень А.Х. Частотный подход к определению понятия 
случайной последовательности * - Семиотика и информатика, 

М.: ВИНИТИ, 1982, выл. 18 (второй выпуск за 1981 г,), с, 14- 
42. 

Шёнфилд Дк.Р. (ЗЬоепііеІй <Т.К.) 

ІШёнф 7ІГ ЗЬоепііеЫ ДГ.Н. Пе^тѳез оі иазоІѵаЪІІІіу. Ш, 

1971 , ѵхіх+і 11 р. (Русский перевод: Шёнфидд Дк. Степени 
неразрешимости. М.: Наука, 1977* 192 с.) 

„ Шёюсаг© 4* (ЗоЙБпЬаве А.) 

[Піёнх 70] ЗсЬопЬа§е А. Нпіѵегаеііе Тигіп* ЗреісЬегип&. -I»: 
АиіотаіепіЬеогіе ипй Гогзпаіе ЗргасЬеп. / Вогт <Х., Ноѣа 0., 
еда. МаппЬеіт, 1970, 3. 369-383* 

Оііёнх 80] ЗсЬопЬаее А. Зіога$е тойіРісаііоп тасЬіпеа. - ЗІАМ 
^итаГ оп сотриііпв, 1980, ѵ.9, К 3, р. 490-508* 


г Шмульян Р.М. (Зтиііуап Н.М.) 

ІШМУ 5Й Зтиііуап Н. ТЬеогіез ѵііЬ еііесііѵеіу іпаерагаЪІе 
писіеі. - ^Ь, 1958, ѵ.23, N 4, р. 458. 

Оіку 6(3 Зтиііуап Н.М. ТЬеогіеа ѵгііЬ еііесііѵеіу ІпаерагаЪІе 
писіеі. - ЗтЬСМ, 1960, Вй. 6, Н. 3-4, 3. 219-222. 


[Шму 6Й Зтиіііап Н.М. Ихеогу оі іогтаі ауаіета. Ргіпсеіоп 
1 (Неѵг Уегаѳу): Ргіпсеіоп Фііѵегаііу Ргеаз, 1961. (Аішаіэ 
оі таіЬетаіісз зіийіеэ, питЪег 47*) ХІѴЧ142 р. (Русский 
перевод с исправленного издания 1962 г.: Смальян Р. Теория 
формальных систем, М. : Наука, 1981. 207 с*) 

г Шнорр К*И. (ЗсЬпогг С.Р.) 

ГШно 71 ЗсЬпогг С.Р. 2и^а1!і§кеі1; ипй ѴаЬгѳсЬеіпІісЬкеіІ;. 
Еіпе аІеогііЬшіасЬе Ве^гшкіипв йег МаЬгзсЬеіпІісЬкеііа- 
іЬеогіе. Зргіпяег, 1971, іѵ+212 3* (ЬВ іп гааіЬешаііса, 
ѵ.218). 


[Шно 72] ЗсЬпогг С.Р. ОріішаІ Оойеі питЪвгіпва. -Іп: ІпІог- 
таііоп ргосеѳзіпе 71 • Ргооеѳйіпва о± ХРІР соп^гѳаа 71 
(ЬиЫЛапа, Аивиаі 23-28, 1971). V. 1. Роипааііопа апй зуа- 
іета., / Ргеітап С.Ѵ. еі аі., ейѳ. ГО, 1972, р. 56-58. 


[Шно 73] ЗсЬпогг С.Р. Ргосеаа сотріехііу ап4 е^Іесііѵе гапаот 

Чеаіа* - ^33, 1973, ѵ.7, В 4, р. 376-388, 

[Шно 75І ЗсЬпогг С.Р. Оріітаі епитегаііопа апй оріітаі Сойеі 
питЪегіп^з.- МаіЬетаіісаІ ѳузіета іЬеогу, 1975, ѵ.8, В 2, 
р. 182-191. 

(Шно 77І ЗсЬпозгг С.Р. А аигѵеу іЬе іЬеогу оі гапйот 
зѳ^иѳпсеѳ. - Іп: [Бате Хин 773 р* 193-211. 

Шор Р.А. (ЗЬогѳ К. А.) 

[Шор 81 ЗЬоге Н.А. ТЬе йѳегеѳа оі* ипаоІѵаЫІііу: ^ІоЪаІ 
геѳиііа. -Іп: Ъо^іо уеаг 1979-80. / Ьехшап М., Зсішегі 
Зоаге Н., ейа. Зргіпвег, 1981, УІІІ+326 р. (ЬВ іп шаіЬеша- 
ііса, ѵ.859), р. 283-301. 


^ Штекер Э. (Зрескег Е.) 

[Шпе 491 Зрескег Е. ВісЬѣ Копаігикііѵ Ъе^еіаЪагэ Заіяе 4ег 
Апаіуаіа. - ^3^, 1949, ѵ.14, В 3, Р» 145-158. 
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Г.» *л$й!й в Р Э * ІЗсЬгодег Е.) 

Ш1реП887 ЗсЬгойег Е. ІТЬег АІ&огііЬтеп ипй Каікиіп. - 
Агспіѵ Гиг Ма-Ь&егааѣік иай Иіувік, 1887» 2. КѳіЬе, Тѳіі 5* 
{Русский перевод: Шрёдер Э. Об алгорифмах и исчислениях. - 
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